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| ntroduccion

El marco institucional
En el Simposio ‘La Prospectivadel IPN y los Desafios para el Siglo XX1’, que tuvo lugar a
fines del siglo pasado, se destacO que € quehacer institucional se debe orientar hacia la
creacion de un sistema educativo capaz de colocar a todo individuo en la posibilidad de
adquirir, actualizar y usar adecuadamente el conocimiento pertinente con un sentido de
solidaridad. En particular, a IPN le corresponde atender a las necesidades del pais para
sustentar su desarrollo cientifico y tecnolégico, por 10 que deberda convertirse en un espacio
de socializacién que integre en sus propuestas formativas la ciencia, b tecnologia 'y €
conocimiento con una ética de responsabilidad profesional, en donde € curriculo, la
pedagogia, la organizacion, e disefio y la aplicacion de las paliticas institucionales, tengan
la capacidad para actuar consistentemente frente a los escenarios del siglo que comienza.

Para lograr estas metas, €l |PN debe mantener un esquema dinamico de accion que lo
haga un espacio de formacion, aprendizaje, actualizacion e investigacion de alta calidad; un
espacio y una comunidad en los que la permanencia y € apoyo se hagan posibles en
funcién del mérito intelectual, la competencia demostrada y el potencial de contribucién
social, a donde la sociedad y sus instituciones puedan dirigirse para obtener respuestas
confiables a sus cuestionamientos. Las nuevas exigencias de acreditacion de carreras 'y de
certificacion de egresados, imponen una sistematizacion del desarrollo curricular que obliga
a que la reforma académica se constituya en un gjercicio permanente que garantice a los
egresados el perfil profesioral requerido para los tiempos por venir. Asi, la educacion que
el IPN ofrezca tendra que superar la imagen tradicional de la adquisicion de conocimientos
como un fin en si, para insistir en el desarrollo de aptitudes en € nivel de métodos, de
procedimientos y de edtrategias de intervencion; por lo que habra que meorar los
programas educativos y de investigacion, adecuar las instalaciones, |os recursos humanos y
la infraestructura, y fomentar € desarrollo tecnolégico. En atencién a las demandas que la
sociedad le plantea, el IPN tiene como €je de su transformacion un nuevo perfil profesional
gue orienta & disefio y la instrumentacion de nuevos model os educativos que proponen una
relacion adecuada entre los conocimientos, las habilidades practico-productivas y las
actitudes que dotaran a los estudiantes de capacidad emprendedora, responsabilidad,
creatividad y flexibilidad en su desempefio profesional.
En su prospectiva 2000-2015 hacia €l nuevo Modelo Educativo Politécnico se sefiala que €
reto no considera cambios radicales pero si contundentes en:

Lareorientacion del enfoquey los contenidos de tal manera que € IPN eduque para

- Vivir,

- aprender,

- emprender,

- Ccrear

-y saber ser;

la presencia de un esquema cultural que amplie los horizontes de la ciencia y la

tecnologia nacionales,

dar un vaor social, econdbmico y éico a los conocimientos resultantes, para estar

presente en los circuitos de la distribucion mundial de los saberes;

proveer de servicios y haberes ala poblacion del pais;
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y de contribuir a mantener la equidad, la unidad y €l bienestar nacionales.

Estos son los desafios que, en palabras de la propia institucion, € PN reconoce para €
presente y € futuro inmediatos.

¢Qué entendemos por ensefiar y aprender en el area de matematicas?
Cuando una persona adopta € papel de estudiante y se encuentra con sus profesores 'y con
sus comparieros en € salon de clases hay un acuerdo implicito, e estudiante esta ahi para
aprender y el profesor para ensefiar. Tu experienciaen la escuela te ha formado una nocién
intuitiva de lo que estas dos ideas y précticas significan y de lo que puedes esperar de una
clase. Sin embargo, € sistema educativo que hemos heredado no se disefid para que
aprendieras a actuar en forma adaptativa en un ambiente complejo inundado por la
tecnologia. Sus objetivos no consideraron que fuera necesario, 0 siquiera posible, que
pudieras aprender a interpretar textos no familiares con propdsitos variables, construir
argumentos convincentes atendiendo varios niveles, comprender sistemas complegos,
desarrollar diversos enfoques a los problemas o llevar a buen fin la solucion de un
problema trabajando en grupo. Pero la sociedad requiere cada vez mas una educacion que
se centre en las llamadas habilidades intelectuales de orden superior. Estas habilidades, de
nombre tan elegante, son las que aplicas cuando tomas decisiones, resuelves problemas,
organizas tu propio aprendizaje o haces aportaciones creativas en tus trabajos y
actividades. Pero s quieres aprender a resolver problemas tienes que enfrentarte a
verdaderos problemas, si quieres aprender atomar decisiones, tienes que tomarlas 'y asumir
las consecuencias. . . Todo esto es complicado, pero es lo que haces, y vas a seguir
haciendo cada vez més, dentro y, sobre todo, fuera de la escuela. Resnick, conocida
investigadora en educacion matemética, quien ha estudiado este pensamiento de orden
superior, lo caracteriza sefialando que
- no es agoritmico, porque las vias por las que circula no estan bien definidas

previamente,

es complejo, porgue no basta una perspectiva,

dalugar a soluciones diversas, cada una con sus costos y beneficios,

requiere de la aplicacion de criterios multiples, en ocasiones contradictorios, que a

aplicarse producen juicios matizados,

va acompafiado de una fuerte carga de incertidumbre, no se suele conocer todo lo que se

necesita,

debe auto-regularse,

comprende la asignacién de un significado, encontrando la estructura que subyace al

desorden aparente

y exige un esfuerzo considerable, un trabajo intelectual con propdsitos definidos en

diversos niveles.

De la Prospectiva del IPN podemos retomar |a orientacion que se debe dar al quehacer
institucional hacia la creacion de un sistema educativo capaz de colocar a todo individuo
en la posibilidad de adquirir, actualizar y usar adecuadamente el conocimiento pertinente
con un sentido de solidaridad. Esto es una invitacion para contribuir a una reforma
educativa imaginativa y muy exigente, gue requiere una reconceptualizacion de lo que
significa ‘tener clase’. Para nosotros, tus profesores, ‘ ensefiar mateméticas significara crear
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las condiciones que, con tu indispensable participacion protagonica, produciran la
apropiacion del conocimiento, € desarrollo de las habilidades y la formacion de las
actitudes. ‘Aprender mateméticas significara involucrarse en una actividad intelectual
exigente, cuya consecuencia final sera la disponibilidad de un conocimiento dual: como
instrumento y como objeto. Asi, ‘saber matematicas significara el desarrollo de estos dos
aspectos del conocimiento:

Como instrumento, e conocimiento matemético esta inscrito en un contexto. En este

caso es necesario usar las nociones y teoremas matematicos que considera el programa

de la materia para resolver problemas e interpretar situaciones nuevas.

Como objeto, el conocimiento esta descontextualizado y es atemporal. Debes ser capaz

de formular definiciones, enunciar y demostrar teoremas e identificarlos como

elementos de una disciplina: la matemética.

Los tres pensamientos siguientes nos sefidlan aspectos que debemos considerar en
nuestro aprendizaje:

QOigo y olvido,
veo y recuerdo,
hago y comprendo.
(Un vigjo proverbio chino)

Hacer . . . y reflexionar acerca de lo que se hace.
(Seymour Papert)

No hay conocimiento verdadero si no se es capaz de comunicarlo
(Asi decian los griegos)

Es decir, oyendo, viendo, haciendo... pero ademas reflexionando y comunicando.

Asi nuestro modelo se puede sintetizar, de manera esquematica, en la triada

Comunicar

[ Reflexionar

Hacer - Reflexionar - Comunicar

El desarollo de la clase ya no puede ser responsabilidad exclusiva del profesor, sino
gue debe contar con una nueva actitud del estudiante, que también se responsabiliza'y se
compromete con su aprendizaje. Juntos podran discutir y definir las distintas maneras de
desarrollar las actividades de aprendizaje, con sus razones, sus ventajas, sus desventajas y
SuS riesgos.
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L as Competencias Basicasy su dimension matematica

Nuestro marco de referencia lo establece la SEP en sus competencias basicas del estudiante
de bachillerato. Las competencias béasicas se refieren a dominio, por parte del estudiante,
de los conocimientos, habilidades, valores y actitudes que son indispensables tanto para la
comprension del discurso de las ciencias, las humanidades y la tecnologia, como para su
aplicacion en la solucion de los problemas de su vida escolar, laboral o cotidiana, por lo que
se considera que deben ser comunes a todos los bachilleratos del pais.

Se considera que las competencias basicas que se deben desarrollar durante el paso del
educando por el bachillerato son:

Expresarse correcta y eficientemente en espafiol, tanto en forma oral como escrita, asi
como interpretar [os mensajes en ambas formas.

Mangar la informacion formulada en distintos lengugjes y discursos (gréficos,
matematicos, simbdlicos, de computo, etc.).

Utilizar los instrumentos culturales, cientificos, metodol6gicos y técnicos, basicos para
la resolucion de problemas en su dimensién individual y social, con actitud creativa 'y
trabajando individualmente o en gupos.

Comprender, criticar y participar racional y cientificamente, a partir de los
conocimientos asimilados, en los problemas ecol égicos, socioecondmicosy politicos de
su comunidad, regiény del pais.

Aprender por si mismo, poniendo en practica métodos y técnicas eficientes para
propiciar su progreso intelectual.

Evauar y resolver las situaciones inherentes a su edad y desarrollo, incluso en lo que se
refiere a conocimiento de si mismo, su autoestima y autocritica, saud fisica y
formacion cultural y estética, a efecto de tomar decisiones que lo beneficien en lo
individua y en lo social.

Desempefiarse individual o grupamente de manera independiente en su vida escolar y
cotidiana.

Integrar los conocimientos de los diferentes campos, en una vision global del medio
natural y socia, como paso normativo hacia lainter y multidisciplinariedad.

En cada una de las competencias anteriores hay una componente matemética, por lo que
en € &ea de matemdticas se trata de lograr los conocimientos, las habilidades y las
actitudes que a articularse con los de las otras aeas te permitan desarrollar
significativamente estas competencias. Estos objetivos, que sin duda quieres lograr tanto
COmO nosotros, exigen nuevas modaidades de trabgo, a las que quizés no estas
acostumbrado, y pueden causarte conflictos, cierta desesperacion, algo de presion, pero,
seguin afirman los expertos como Resnick, los aprendizajes complejos no se logran aislando
las componentes visibles, desarrollandolas e integrandolas posteriormente, sino mediante
experiencias que ponen en juego, simultaneamente, tanto las habilidades de indole general,
como los conocimientos especificos, junto con tu disposicion para embarcarte en
situaciones con una fuerte carga de riesgo e incertidumbre. Estos ‘buenos propdsitos’ son
mas complegjos, lograrlos es una tarea més dificil pero también, creemos, més atractiva e
interesante.
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La experiencia bésica en nuestras clases se definira por nuestra relacion con los
problemas. La resolucion de un problema en la clase es un proceso muy complejo cuando
los problemas que enfrentas son verdaderos problemas. Debido a esta complejidad, los
factores que intervienen para que logremos resolver exitosamente un problema, y
comprender algo significativo como resultado de la interaccion con e problema, son
muchos y de distintos niveles. La desatencion de uno, o varios, de estos factores puede
entorpecer y a veces hacer imposible la solucién de un problema o la comprension que se
deriva de la interaccién fecunda con e problema. Una componente que influye de manera
determinante corresponde a la forma en gue las personas interactlan durante la resolucion
de un problema. Piensa en un laboratorio en el que se realizan algunos procesos comple os,
los factores que intervienen en los procesos se administran, se registran continuamente y
algunos de €ellos se controlan. Asi, S queremos crear un ambiente propicio para €
desarrollo de las habilidades intelectuales de orden superior es necesario que aprendamos a
participar en cada modalidad de trabajo: individual, equipo y grupo completo.

El desarrollo de la tecnologia, verdaderamente impresionante en la actualidad, ha
perfilado & mundo en que vivimos. Nuestra cultura cuenta ya con una componente
matematica que no solo atafie al especiaista sino a ciudadano. Las mateméticas estan tan
inevitablemente incorporadas a nuestra vida cotidiana que, s hemos sobrevivido, es porque,
de alguna manera, hacemos un buen uso de las pocas 0 muchas mateméticas que sabemos.
La herramienta tecnoldgica por excelencia es la matemética, pero la mateméatica es una
herramienta dinamica porque para cada problema nuevo hay que disefiar una herramienta
nueva, basta revisar la gran cantidad de mateméticas nuevas que se han hecho,
especiamente en la segunda mitad del siglo pasado, y € papel que han desempefiado en la
solucion de los problemas importantes de todas las aress.

Anteriormente, 10s objetivos que perseguia una sociedad, o una institucion, cambiaban
cada dos o tres generaciones. Actualmente, los objetivos se revisan constantemente y €l
cambio forma parte de nuestra realidad cotidiana. Los conocimientos que hace veinte afos
estaban vigentes en la electronica, por poner un g emplo, hoy son casi totalmente obsoletos.
Mas que conocimientos especificos, que, por supuesto, en cierta medida siguen siendo
necesarios, 10 que se trata de lograr en la educacién de hoy es la capacidad para ser
autosuficiente cuando se organiza €l aprendizaje que nos exige el gercicio de la profesion.

Para organizar uno mismo su aprendizaje es necesario desarrollar:
las habilidades para usar €l conocimiento y articular los conocimientos en pos de un
propdsito méas complgo;
las actitudes que nos permiten enfrentar situaciones con una componente importante de
incertidumbre;
la capacidad para transferir, es decir, aplicar en una situacion distinta a aquélla en laque
aprendimos, 1os conocimientos que adquirimos.

El conocimiento debe ser uno de los principales e ementos que determinen la relacion
entre un profesor y sus aumnos. Pero la clase también es un sitio de interaccion de
costumbres y creencias de cada uno de sus participantes, es conveniente contar con un
lenguaje comun que nos permita tener un ambiente que propicie la ensefianza y €
aprendizaje desde la perspectiva descrita. Asi, cada una de nuestras experiencias de
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aprendizaje dentro del salon de clases tendrd un doble propésito: aprender a crear un
ambiente de trabgjo y aprender matematicas.
El ambiente estard dirigido a promover la independencia del estudiante y la
responsabilidad que debe tener en su aprendizaje, através de:
" El trabgo individua y en equipo.

Laresolucién de actividades mateméticas.

La discusion matemética.

La evaluacion de tu trabagjo y del trabajo de tus comparieros en el equipo y en el

grupo.

Cuando se lee del pensamiento de orden superior, sobre tener una actitud participativa,
critica y creativa, se suele decir, “si, parece deseable y necesario, quiero lograrlo, pero
¢como lo hago?’. En la Academia Institucional de Mateméticas hemos reconocido la gran
dificultad que hay para lograr estos objetivos y, junto con los Clubes de Mateméticas de
varias escuelas, hemos diseflado y adaptado una serie de materiades auxiliares para la
organizacion del aprendizaje, que te serviran para traducir en acciones cotidianas este
importarte proposito. Estos auxiliares sirven como marcos de referencia compartidos que
Se usan y comentan constantemente durante las experiencias de aprendizaje. En la medida
en que, tanto el profesor como los alumnos, se familiaricen con ellos pueden llegar a
constituir un lenguaje comun, en el que se pueden expresar algunas de las dimensiones de
aprendizaje més importantes. En una seccion de este Libro se tiene un comentario un poco
mas amplio de estos ‘Materides Auxiliares para la Organizacion del Aprendizaje
(MAPOA)'. En términos generales, estos auxiliares concretan la expresion
‘responsabilizarse de su aprendizgje’ y contribuyen a logro de la autonomia de los alumnos
en la organizacion de sus propios aprendizajes.

El curso de Geometria Analitica

El IPN tiene fama de ser uno de los mejores bachilleratos en mateméticas de México. La
gran mayoria de ustedes seguramente se enorgullece de tener cierta facilidad para las
mateméticas. El tercer curso del &rea de mateméticas se llama Geometria Analitica. Al

escuchar € titulo, lo que viene a nuestra mente es, quizas, un conjunto de figuras y
operaciones con areas 'y perimetros, en las que suele aparecer € raro p, complicada por un
adjetivo ‘analitica gque evoca algo asi como fijarse en los detalles o descomponer para
resolver. Sin embargo, conforme realices las actividades gque te propondremos te daras
cuenta de la clase de conocimiento que queremos que logres, un conocimiento que se
asocia con la calidad de su uso. Esto quiere decir que no se trata de padecer cursos, para
aprobarlos, que nos exigen realizar operaciones para las que no tenemos ningun significado
inmediato, con la promesa de que en un futuro indeterminado acabaremos por aplicarlas.
No se trata, entonces, de que ingenieros titulados sean incapaces de resolver los problemas
gue se les presenten S no tienen una receta, o aguien que los dirija, para hacerlo. Nadie
contrata hoy a un profesional para que resuelva un problema que ya esta resuelto.
Queremos que € criterio béasico para juzgar la calidad de nuestro aprendizaje, seala medida
en que somos capaces de darle sentido a las conclusiones que obtenemos al aplicar nuestros
conocimientos a la resolucion de un problema, ya sea familiar o nuevo; que seamos capaces
de descubrir los patrones que relacionan las caracteristicas de un proceso, de imponer un
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modelo matematico, Si es necesario; y de evaluar |os resultados de su aplicacion en funcién
de criterios propios de la situacion en la que se origind nuestro problema.

Por supuesto que este tipo de aprendizaje es méas dificil. Asi como el espacio de nuestra
experiencia bésica tiene varias dimensiones (una longitud, una anchura, una profundidad y
un tiempo), € aprendizaje que queremos lograr tiene varias dimensiones. los
conocimientos, las habilidades, las actitudes y la transferencia. Necesitamos aprender a
identificar y lograr objetivos en varias dimensones, a vivir este aprendizae
multidimensional en la escuela, particularmente en nuestras clases de mateméticas.

Segun lo edtipula tu programa, € objetivo general del curso de Geometria Analitica
dice: “El curso permitird al alumno introducirse al estudio de los sistemas de
coordenadas y los métodos de la Geometria Analitica, favoreciendo € uso e integracion
de los conocimientos adquiridos en Aritmética, Algebra, Geometriay Trigonometriayy, al
mismo tiempo, el desarrollo de sus habilidades para € andlisis, € razonamiento y la
comunicacion de su pensamiento, a través de la solucién de problemas que le permitan
percibir e interpretar su entorno espacial desde un enfoque geométrico analiticoy a su
vez facilite en € futuro la asimilacion de aprendizajes mas complejos y la resolucion de
problemas en el area tecnolégica.”

El método de trabajo se basa en la problematizacion continua, la formulacion de
conjeturas y la revision sistemética de los conocimientos adquiridos, utilizando técnicas
grupales para el andlisis y la discusion, asi como técnicas expositivas y de indagacion,
apoyadas con recursos audiovisuales y tecnologicos (computadora, calculadora, etc.),
procurando gue larelacion entre el alumno y el objeto sea constructiva.

Durante todo € desarrollo del curso, se promoveran e andlisis, la solucion y la
discusion de problemas en clase, en un ambiente que favorezca en los alumnos la
apreciacion de su propio trabajo personal, € de sus comparierosy el de su profesor.

Debera tenerse presente que la resolucién de problemas es la que permite generar e
integrar conocimientos, favorece su asimilacion y ayuda a distinguir lo esencia de lo
menos importante. En este proceso e docente es € organizador de las experiencias de
aprendizaje que problematiza, proporciona informacion y crea codigos de instruccion, de
manera que sus alumnos puedan interactuar con los problemas planteados y, mediante esta
interaccion, avanzar hacia nuevos conocimientos. Es importante que, a lo largo de las
actividades, los alumnos desarrollen su capacidad para comunicar su pensamiento y se
acostumbren gradualmente a los diversos medios de expresién matemdtica: lenguajes
natural, simbolico y gréfico, asi como a uso de tablas y diagramas.

En términos generaes, la ensefianza de los temas no debe seguir la exposicion
magistral, sino fomentar € trabajo en equipos y la exposicion de las experiencias logradas
por parte de sus integrantes a través de una adecuada planeacion de las actividades de
aprendizaje.

Las matemédticas que agui estudiaremos deben ser algo més que la manipulacion de
expresiones simbdlicas y la realizacion de operaciones desvinculadas de un contexto que
les dé sentido a las preguntas que debemos responder. Se deben convertir en una
herramienta de modelacién en e estudio de situaciones reales, generalmente con el objeto
de predecir y de controlar, cuando es éticamente aceptable, algunas de sus caracteristicas
pero, primordialmente, con € objeto de contribuir a explicarnos mejor los fendmenos del
mundo en que Vivimos.
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La organizacion del ‘Libro para el Estudiante
En este Libro se incluyen varios tipos de actividades de aprendizaje. Cada actividad tiene
un objetivo dentro de toda la red de experiencias consideradas en el curso y se presenta
Ccomo un apartado en este Libro:
Problemas
0 Problemas
0 Problemas con guia
0 Proyectos
Lecturas
Ejercicios
Tareas
Autoevaluaciones

El Libro va acompaiado de un disco compacto que incluye algunos paguetes y
actividades que contribuirdn atu aprendizaje del Algebra, |a Geometria, la Trigonometriay
la Geometria Analitica. Las actividades se desarrollan en un ambiente que favorece €l
autoaprendizaje, la autoevaluacion, € trabajo en equipo, € mangjo de la incertidumbre, la
apropiacion de estrategias personales para el mangjo de situaciones no familiares, el empleo
de formas de pensamiento |6gico y € uso de tecnologia como una herramienta.

Las actividades estan planeadas para que estudiantes y profesores interactien con
diferentes elementos (los problemas, los problemas con guia, |os proyectos, los gercicios,
las lecturas y las exposiciones) que brindan las experiencias complementarias que son
necesarias para €l logro de los objetivos del programa.

La cétedra, disertacion o exposicion magistral del profesor, merece un comentario
aparte. El profesor solo hard mateméticas frente a ti en ocasiones bien planeadas, cuando
estés preparado para beneficiarte de sus explicaciones y participar con preguntas y
comentarios, pero en general serés ta quien haga matemdticas con tus compafieros al
realizar las actividades de aprendizaje. Las explicaciones del profesor, en general, tendran
como punto de partida €l trabajo del grupo. En algunos casos resolveras completamente un
problema (es un decir, un problema nunca termina, sSiempre engendra otros) pero en otras,
quizas lo que obtengas de tus afanes sean preguntas bien formuladas, que no es ago
desdefiable, sino, por e contrario, algo indispensable paralograr un aprendizaje profundo y
duradero, porque le da un sentido personal a una situacién que, en principio, nos puede
resultar gjena.

En e cuadro siguiente se encuentra una descripcion del tipo de actividades que se
desarrollaran durante este curso:

Actividad de ¢En qué consiste?

aprendizaje

Resolucién de Es una actividad en la que se vinculan las herramientas
problemas mateméticas con algunos conceptos utilizando un contexto. Se trata

de propiciar lainteraccion del estudiante con una situacion, familiar
0 no, en la que se usan las matematicas y se formulan o responden
preguntas que contribuyen a la conceptualizacion de los objetos
mateméti cos.

En la clase, se propone a los estudiantes un problema, que puede
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Desarrollo de
Proyectos

Resolucion de
gercicios

Lecturas

Céatedra

Autoevaluacion

contener un cuestionario guia o no, para resolverlo, generalmente,
en equipo. El profesor orienta a los estudiantes en la solucién del
problema. Los alumnos presentan y validan la solucién.

Es una tarea extraclase de varias etapas que requiere de un esfuerzo
coordinado durante varios dias 0 semanas, de la consulta a fuentes
de informacién actualizada como periddicos, revistas o entrevistas
a personas vinculadas con alguna situacion problemética propicia
para un andisis matemético.

Los estudiantes investigan, buscan y organizan su trabgo.
Consultan con su profesor, quien los orienta y realimenta en cada
una de las etapas del proyecto. Se produce un informe que se
presentay discute en € grupo.

Se trata de profundizar en & conocimiento de los agoritmos, de
comprender por qué funcionan y practicarlos, de ser posible con €l
auxilio de herramientas tecnolégicas, de ser capaces de generarlos,
a partir de la solucion de los problemas, de explorarlos y
generalizarlos.

Los estudiantes trabgjan, generalmente, en forma individua
exponen y vdidan la solucion. El profesor dirige y orienta,
reformula e introduce las convenciones de la disciplina.

Se trata de que el alumno interactie con un texto con €l objeto de
generar una interpretacion global, de identificar la estructura del
texto, de reformular sus ideas principaes, de comentarlo y
conectarlo con el curso, de formular y resolver dudas, todo desde la
perspectiva del desarrollo de una cultura matematica.

Se redliza generamente fuera de la clase, dgjando solo la discusion
para la clase y, de ser posible, su prolongaciéon en un foro de
discusion en lared.

Consiste en retomar o conducir € trabgo de los estudiantes
mediante anotaciones pertinentes. Formula nuevos problemas,
comenta definiciones, teoremas 0 demostraciones y su papel en la
organizacion del conocimiento matemético.

El profesor retoma las soluciones de sus estudiantes para presentar
y discutir nuevos temas asi como paraformalizar € conocimiento.
Es un cuestionario disefiado para que el alumno pueda evaluar sus
avances con respecto a un objetivo bien definido. Aqui se
encuentran organizadas por unidad. El aumno mismo puede
contrastar sus respuestas con las que se incluyen para medir sus
logros.

L as secciones estan organizadas segun €l tipo de actividad de aprendizgje. En la primera
seccién encontrarés la secuencia que corresponde a cada unidad del programa de la
asignatura. La organizacién de las actividades que agui se presenta constituye una
propuesta flexible y fundamentada que puede ser modificada por € profesor.

En cuanto al uso de las herramientas tecnol dgicas en las actividades de aprendizaje, hay
gue destacar que, en € area de Mateméticas, este uso se reconoce como un aspecto natural
de nuestra sociedad y, por consiguiente, debe estar presente cotidianamente en nuestras
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clases, en la medida de lo posible, con e doble proposito de contribuir a fortalecer la
comprension de los alumnos y de permitir que se familiaricen con la interaccion mediada
por estos dispositivos que caracteriza € gercicio de las profesiones en la actuaidad. Asi, en
particular, se considera €l uso responsable, pero continuo, de las calculadoras con poder de
graficacion y con sistemas de dgebra computacional, las hojas de cllculo y los programas
de computadora disefiados para e aprendizaje y e uso del Algebra, la Geometria, la
Trigonometria 'y la Geometria Analitica.

Los programas vigentes de mateméticas en el IPN reconocen que un examen escrito no
permite evaluar todos los tipos de aprendizajes sefidlados antes, por ello incorpora la
[lamada “evaluacién continuad’, en la cual se ponderan habilidades y actitudes que se van
desarrollando paulatinamente.

Programa del Curso de Geometria Analitica

Objetivo genera

El curso permitira al alumno introducirse al estudio de los sistemas de coordenadas y los
métodos de la Geometria Analitica, favoreciendo € uso e integracion de los conocimientos
adquiridos en aritmética, algebra, geometria y trigonometria y, al mismo tiempo, € desarrollo
de sus habilidades para el analisis, €l razonamiento y la comunicacién de su pensamiento, a
través de la solucion de problemas que le permitan percibir e interpretar su entorno espacial
desde un enfoque geométrico analitico y a su vez facilite en & futuro la asmilacion de
aprendizajes mas complejosy la resolucién de problemas en el &rea tecnolégica .

En e curso de Algebra se contemplaron cuatro grandes lineas de desarrollo, que se
continuaran tratando y desplegando alo largo de este curso:
Lenguaje algebraico.
Modelacion.
Ecuaciones.
Funciones.

Es importante hacer notar que no es conveniente que haya largos periodos dedicados
exclusivamente a la gercitacion de la operatividad, sino que a medida que los alumnos
hayan aprendido nuevos procedimientos algebraicos, los utilicen en la resolucién de
problemas y aplicaciones.

Yaen lo relativo ala Geometria Analitica, cada experiencia de aprendizaje que tengas
en este curso, dentro o fuera de la clase, serd més provechosa en la medida en la que puedas
identificar como contribuye a logro de las lineas siguientes:

- Laidentificacion e interpretacion de una cuestion geométrica.
La conexion de entidades geométricas y algebraicas.
La articulaciéon pertinente al representar los dos aspectos de la geometria
analitica: del aspecto geométrico al algebraico y del aspecto algebraico al
geométrico.
La construccion de la idea de demostracion.
La familiarizacién con los objetos de la geometria analitica (incluyendo
propiedades geométricas como las del tridngulo, los poligonos, el circulo, y las
relaciones de algunos lugares geométricos, como las secciones conicas).
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La articulacion de los @nocimientos pertinentes en el calculo geométrico y
algebraico (a partir de lo que se conoce, averiguar 10 que se ignora, combinando
datosy relaciones).

El programa debera cumplirse hasta sus Ultimas unidades, pues éstas preparan a los
alumnos para los siguientes cursos. Lo anterior sera posible si el docente distingue siempre
lo esenciad de lo accesorio y no insiste en la gercitacion excesiva de temas de poca
importancia paralos cuales bastara resolver uno o dos gjemplos en el salon de clasesy dgjar
otros como tarea. También deberan evitarse aquellos tratamientos tedricos superfluos o
innecesarios, o tratar de agotar un tema desde e principio, pues € programa ha sido
disefiado de tal manera gque los conocimientos esenciales puedan utilizarse a lo largo de
todo el curso.

«Lineamientos generales para la instrumentacién de todo el programa»

Durante todo €l desarrollo del curso, se promovera e andlisis, la solucion y la discusion de
problemas en clase, en un ambiente que favorezca en los alumnos la apreciacion de su
propio trabajo personal, € de sus compafierosy el de su profesor.
Debera tenerse siempre presente que son los problemas los que permiten generar
conocimiento, favorecen su asimilacion y ayudan a distinguir 1o esencial de lo menos
importante. En este proceso €l profesor es un facilitador del aprendizaje, que problematiza,
proporciona informacion y crea cédigos de instruccién, al mismo tiempo que organiza las
dindmicas de trabgjo que permitiran a sus alumnos resolver los problemas planteados y
avanzar hacia nuevos conocimientos.

A lo largo de esta actividad, es importante que los alumnos desarrollen su capacidad
para la comunicacion de su pensamiento y se acostumbren gradualmente a los diversos
medios de expresion matemética: 1os lenguajes natural, smbdlico y gréfico.

Unidad 1. Sistemas de coordenadas, lugares geométricos y g ercicios de graficacion.
Objetivo

Que € estudiante, amplie y enriquezca sus conocimientos sobre el concepto de sistema de
coordenadas y, apoyado en éstos, desarrolle habilidades para analizar, interpretar y
describir las relaciones existentes entre subconjuntos de puntos en e plano y las
expresiones agebraicas que los definen. Inicidndose asi en la comprension de los
problemas fundamentales de la geometria analitica.

Temas

1.1 Sistemas de coordenadas.

1.1.1 Revision de coordenadas rectangulares. abscisa y ordenada de un punto; distancia
entre dos puntos; punto medio y division de un segmento en n pares iguales.

1.1.2 Primeros gjemplos paraintroducir coordenadas polares.

1.2 Los dos problemas fundamentales de la geometria analitica.

1.2.1 Locdizar € lugar geométrico de los puntos que satisfacen una ecuacion o
condicion algebraica dada.

1.2.2 Encontrar la ecuacion de una curva o lugar geométrico descrito por distintos
medios, por g emplo, como € corte de un sdlido pos un plano (secciones); por €l
movimiento de una particula (trayectorias).

1.3 Subconjuntos y regiones del plano.
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1.3.1 En coordenadas cartesianas:
-Semiplanos:
X>5,y<-2,X>y,y>2x+5,..

-Franjas
-3<x<4,2<y<6,x<y<k+l,..
1.3.2 En coordenadas polares:
-Sectores:
p/4<q<p/2,0<gq<p/6,r<5,..
-Circulos, exteriores de circulos, anillos:
reES,rE3,r37,2£r£5,...

1.4 Ejemplosy gercicios de graficacion de expresiones de las formas:
ax’+by+c=0; y=ax*+by+c ; ax* +by’ =c
1.4.1 Estudio de familias de la forma:
y=mx+b,y=a(x-c)’+b
1.4.2 Ejemplos de coordenadas polares:
r=29,r=9n2q,r=gqsn2g

Unidad 2. Lalinea recta.
Objetivo
Que d estudiante identifique y explore las propiedades que definen a una recta, asi como su
correspordiente representacion analitica; que desarrolle habilidades para representar
geométricamente una recta a partir del andlisis de sus parametros que emplee las
propiedades de la representacion anditica de la recta en la solucién de problemas
geométricos, que descubra las ventajas de una ubicacion conveniente de los ges en la
simplificacion de las expresiones y los célculos agebraicos.
Temas
2.1 Larecta como una curva de pendiente constante; pendiente de una recta.
2.2 Condiciones que determinan una recta: deduccion de la ecuacion de la recta dados dos
puntos por los que pasa, dada su pendiente y un punto por € que pasa.
2.3 Ecuacion general de la recta, formas especidles de la ecuacion de la recta: punto
pendiente y simetria.
2.4 Posiciones relativas de dos rectas, rectas secantes y paralelas; interseccion de dos rectas,
condiciones de perpendicularidad y paralelismo.
2.5 Aplicaciones.
2.5.1 Distancia de un punto a unarecta.
2.5.2 Demostracion analitica de teoremas de geometria (concurrencia de medianas,
aturas, mediatrices y bisectrices de un triangulo, colinealidad del baricentro,
ortocentro e incentro; etc.)

Unidad 3. La circunferencia.

Objetivo

Que € estudiante, deduzca la ecuacion de la circunferencia e incorpore gradualmente la
tradacion de ges como una técnica Util para simplificar expresiones y deducciones
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anditicas, que deduzca y aplique la ecuacion de la circunferencia en la solucién de
problemas muy diversos e interesantes.
Temas
3.1 Ecuaciones ordinarias de la circunferencia.
3.1.1 Ecuacion de la circunferencia con centro en el origeny radio r.
3.1.2 Ecuacion de la circunferencia con radio r y centro en cualquier punto (h, k).
3.2 trandacion de ges; aplicaciones a la simplificacion de ecuaciones; a la obtencion de la
ecuacion de una circunferencia con centro fuera del origen.
3.3 Ecuacion genera de la circunferencia; gjercicios de laforma general ala ordinaria.
3.4 Problemes de aplicacion.
3.4.1 Obtener la ecuacién de la circunferencia dados e centro y un punto por € que
pasa; dados €l centro y unarecta tangente; dados tres puntos por |0s que pasa.
3.4.2 Problemas de lugares geométricos, por gemplo, la circunferencia como € lugar
geométrico de los puntos tales que la suma de los cuadrados a dos puntos fijos es
constante, de los puntos tales que la razén de sus distancias a dos puntos fijos es
una constante, etc.
3.4.3 Cdlculo de tangentes a la circunferencia.

Unidad 4. Secciones conicas.

Objetivo

Que a partir del andlisis geométrico de las conicas, € estudiante identifique sus rasgos

caracteristicos, conozca la equivalencia entre las definiciones bifocal y como secciones de

un cono y se familiarice con las relaciones entre sus elementos, como un antecedente al

estudio analitico de estas curvas.

Temas

4.1 Las conicas como secciones de un cono, o cilindro, por un plano parabola, elipse,
hipérbola y conicas degeneradas.

4.2 definicion bifocal de las conicas; trazado, equivalencia entre las definiciones bifocal y
COMO secciones de un cono.

4.3 Elementos de una conica: vértices, lado recto y ges; relaciones entre la distanciafocal y
la longitud de los ges;, ge agudo y asintotas a una hipérbola. Excentricidad de una
conica.

Unidad 5. Ecuaciones cartesianas de las conicas.
Objetivo
Que € estudiante desarrolle habilidades para pasar de la definicion de un lugar geométrico
a una ecuacion que lo representa, permitiéndole enriquecer su comprension de las
relaciones entre e agebra y la geometria y, en particular, reconocer las relaciones
existentes entre los aspectos relevantes de una gréfica y los parametros de la ecuacion
correspondiente, siempre que la ecuacion se encuentre escrita en la forma conveniente.
Temas
5.1 Deduccién de las ecuaciones ordinarias de las conicas con vértice y centro en € origen.
5.1.1 Pardbola
5.1.2 Elipse
5.1.3 Hipérbola
5.2 Deduccion de las ecuaciones ordinarias de las conicas con vértice y centro fuera del
origen, utilizando una trandacién de gjes.
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5.3 Ecuaciones generales de las conicas. Caracteristicas de cada ecuacion segin la conicaa
la que pertenece, reduccion de laforma general ala ordinaria.
5.4 Problemas y aplicaciones diversas.

Unidad 6. La ecuacién general de segundo grado.

Objetivo

Que d estudiante, a partir del andlisis de la ecuacion genera de segundo grado y su

transformacion por medio de una traslacion y una rotacion de ges, aprenda que toda

ecuacion de este tipo representa una conica y sepa como reconocerla, se familiarice con las

rotacionesy, junto con las traslaciones, las utilice para simplificar expresiones algebraicas y

encuentre e identifique la conica que pasa por cinco puntos dados, permitiéndole esto

relacionar |os rasgos de la curva con los parametros de la ecuacion

Temas

6.1 Rotacion de ges; aplicacion a la eliminacion del término cruzado en una ecuacion de
segundo grado.

6.2 Ejercicios de reduccion de ecuaciones de segundo grado a la forma ordinaria de las
conicas, mediante una combinacion de rotacion y translacion

6.3 Ejemplos para encontrar la conica que pasa por cinco puntos.

Unidad 7. Trayectorias curvilineas y ecuaciones paramétricas.
Objetivo
Que € estudiante asocie € estudio de las ecuaciones paramétricas con € estudio del
movimiento curvilineo, desarrolle habilidad para representar gré&ficamente una trayectoria
dadas unas ecuaciones paramétricas, asi como para eliminar el parametro y encontrar la
ecuacion cartesiana correspondiente.
Temas
7.1 Coordenadas de un punto que se mueve en una trayectoria curvilinea, ecuaciones
paramétricas del movimiento.
7.2 Ejercicios de graficacion trazado punto a punto de una trayectoria dadas sus ecuaciones
parameétricas, por ejemplo:
3) Xx=3t+1;,y=2t- 3
b) x=t*+1;y=t*-1
Q) X= 2t;y=t?
d) X=00sq;y =dnq
o) X=2cog] ;y=3sinq
fy X= sing ; y = cos(2q)
7.3 Eliminacion del parametro. Ecuacion cartesiana de una trayectoria dada
paramétricamente.
7.4 Tiro parabdlico (lanzamiento de un proyectil); ecuaciones paramétricas de la
circunferenciay la elipse.

7.5 Ejemplos de otras curvas: la cicloide, las cicloides alargada y acortada; |a hipocicloide y
laepicicloide.

Unidad 8. Coordenadas y ecuaciones polares.
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Objetivo

Que € estudiante sea capaz de bosquejar la grafica de ecuaciones polares, asi como pasar
de una ecuacion polar a una cartesiana y viceversa, que desarrolle criterios para elegir e
sistema de coordenadas més adecuado para la descripcion analitica de una curva, a mismo
tiempo que deduce las ecuaciones polares de algunas curvas, sin limitarse a la recta, la
circunferenciay las conicas.

Temas

8.1 Trazado de curvas en coordenadas polares.

8.1.1 Espirales; " =kg,r =k/q
8.1.2 Rosas; ' =@coskq, r =asinkqg
8.1.30tras. ' =dsnkq,r =a+bsnkq
8.2 Relaciones entre coordenadas polares y rectangulares; paso de una ecuacion polar a un

acartesanay viceversa
8.3 Ecuaciones polares de larecta, la circunferenciay las conicas.
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ASPECTOA 2 2 EVALUACION
EVALUAR DEFINICION OPERATIVA FORMA DE EVALUACION | w5RecTaT BIRECTA
Potencia Habilidad y capacidad de usar |a matemética para resolver - Exé@menes escritos X X
matematica problemas en diferentes areas de estudio - Exposiciény X
resolucién de
problemas
- Trabajos extraclases X
Resolucion de | Capacidad pararesolver problemasy plantearlos, - Exé@menes escritos X X
Problemas considerando diversas aternativas para resolver problemas, - Exposiciény X
un plan pararesolver el problema, interpretar y comprobar resolucion de
resultados, y generalizar soluciones. problemas
- Trabajos extraclases X
Razonamiento | Capacidad de reconocer patrones, estructuras comunesy - Exé@menes escritos X X
formular conjeturas - Exposicion X
- Interrogatorios X
- Entrevigtas X
Comunicacion | Capacidad del alumno para expresar ideas mateméticas en - Exédmenes escritos X X
diversas formas: hablada, escritay gréfica - Interrogatorios X
- Trabajos extraclases X
Actitud Confianza en € uso de las mateméticas para resolver - Exémenes escritos X X
Matematica problemas; comunicar ideas y razonar, probar métodos - Obsarvacion X
alternativos para la resolucién de problemas; la - Entrevistas X
perseverancia de llegar hasta e fin de la tarea matemética; - Interrogatorios X
el interés, la curios dad, lainventiva de los alqmnos para - Trabajo en equipo X X
hacer meteméticas; e reconocer e valor que tienen las
matematicas en nuestra cultura, como herramientay como
lengugje.
PERIODO | UNIDADES PLAN DE EVALUACION
TEMATICAS
1 12 Examen departamental 60% | El examen departamental estara conformado por problemas que se
,2y3 et ) .
Evaluacion continua 40% evaluaran tomando en cuenta:
> 4,5y 6 Examen departamental 60% | 1.lacomprens On del probl ema
’ Evaluaciéon continua 40% 2. laplaneacion de una solucion
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Examen departamental 60%
7y 8 Evaluaciéon continua 40%

3. laobtencion de una respuesta
En la evaluacion continua se tomara en cuenta el modelo PER para
propiciar que los alumnos se responsabilicen de su propio aprendizaje
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Secuencias de
Actividades de Aprendizaje
del Curso de Geometria

Analitica



Unidad 1. Sistemas de coor denadas, lugar es geométricosy e€jercicios de graficacion
Que el estudiante, amplie y enriquezca sus conocimientos sobre el concepto de sistema de coordenadas y, apoyado en éstos, desarrolle
habilidades para analizar, interpretar y describir las relaciones existentes entre subconjuntos de puntos en €l plano y las expresiones
algebraicas que los definen. Iniciandose asi en la comprension de los problemas fundamental es de la geometria analitica.

Horas Problemas Problemas con Actividades Ejercicios L ecturas Proyectos
quia I nter net
1-3 Gréficasy Dame tus | necuaciones Teoriay Préctica de Geometria
Descripciones coordenadas Geometria Analiticade Analitica, ¢qué
Peter H. Selby esy por que se
Lasrazonesde un L eer haciendo las estudia?
segmento paginas 1 a 36.
Resolver los gercicios
complementarios pares
del 1-22al 1-32,pp 17y
18.
Resolver los gercicios
complementarios del 2-
17 al 2-23, p 37.
4-5 Un paseo por Sin segundas Preguntay
automovil intenciones responde
La mosca |
57 Un juego de El granjero Geometria Leer haciendo las
béasquetbol analitica péginas 38 a 58.
televisado Una historia de dos Resolver los gercicios
ciudades complementarios

imparesdel 3-19 al 3-
34, p 59.

8-10

Meor muerto que

Encontrando el
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siervo camino
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Unidad 2. Lalinearecta

Que € estudiante identifique y explore las propiedades que definen a unarecta, asi como su correspordiente representacion analitica;
gue desarrolle habilidades para representar geomeétricamente una recta a partir del andlisis de sus parametros; que emplee las
propiedades de |a representacion analitica de la recta en la solucion de problemas geométricos; que descubra las ventgjas de una
ubicacion conveniente de los gjes en la simplificacion de las expresiones y los calculos algebraicos.

Horas Problemas Problemas con Actividades Ejercicios L ecturas Proyectos
quia Internet
11-13 Epifania ‘Queremosrock!  Ecuacionesdela  Teoria y Practica de ¢Por qué las
recta Geometria Analiticade demostraciones?
Tienda de videos Peter H. Selby
L eer haciendo las
Club de Tenis paginas 64 a 78.
Resolver los gercicios
Esperanza de vida complementarios pares
del 4-12 al 4-33, pp 78y
79.
14-16 Lugares M ovimiento lineal Programacion Cartadeamor a
geométricos 1 L Lineal un trapezoide
Movimiento lineal
1l
17-19 El librero Propor cionalidad Laciencia
Geométrica paratodos

cMision posible?
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20-21 L ostinos Leer haciendo las Reducir a escala
paginas 81 a 94.
Resolver los gercicios
complementarios
imparesdel 5-9 al 5-18,
pp 93y 94.
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Unidad 3. La circunferencia

Que €l estudiante, deduzca la ecuacion de la circunferencia e incorpore gradualmente la traslacidn de gjes como una técnica Util para
simplificar expresiones y deducciones analiticas; que deduzcay aplique la ecuacién de la circunferencia en la solucion de problemas

muy diversos e interesantes.

Horas Problemas Problemas con Actividades Ejercicios L ecturas Proyectos
guia Inter net
22-23 Apagar € fuego Jardineria Circunferencia Teoriay Practica de Dialogos 1
a como de lugar Geometria Analitica de
Peter H. Selby
Leer haciendo las paginas
95 a 106.
Resolver los gercicios
complementarios pares
del 6-11 al 6-16, p 106.
24-26 El avevigiera Ver para saber Leer haciendo las paginas
111 a 127.
Resolver los gercicios
complementarios impares
del 7-15al 7-21, pp 127y
128.
27-29 Razdndedareas Edsferainscritaen Losdos Un argumento La
dedoscirculos  un cono circular primeros circular Matematica,
recto puntosdela ¢sedescubreo
seccion seinventa?
Tangentes|
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Unidad 4. Secciones conicas

Que a partir del andlisis geométrico de las conicas, e estudiante identifique sus rasgos caracteristicos, conozca la equivalencia entre las

definiciones bifocal y como secciones de un cono y se familiarice con las relaciones entre sus elementos, como un antecedente al
estudio analitico de estas curvas.

Horas Problemas Problemas con Actividades Ejercicios L ecturas Proyectos
guia Internet
30-31 Elpozoy e rio Sismologia Conicas
32-33 Laaldea Campo petrolero LaParabola 1 Teoriay Préctica de
Geometria Analitica de
Circunferencia Sacale punta Peter H. Selby
tangenteaotra Leer haciendo las paginas
y que pasa por 111 a 127.
un punto Resolver los gercicios
interior a esta complementarios pares
dltima

del 7-22 al 7-28, pp 127y

128.
34-35 Circunferencia Ventade calzado LaElipsel
tangente a otras
dos
36-37 Estruendodeun LoRectodelas LaHipérbolal Leer haciendolaspéginas Costo delos El que no
cafén Coénicas 130 a 140. discos conoce a Dios
Resolver los g ercicios compactos
Ensor decedor complementarios del 8-6
disparo deun al 8-7, p 140.
rifle eimpacto
de una bala
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Unidad 5. Ecuaciones cartesianas de las conicas
Que e estudiante desarrolle habilidades para pasar de la definicion de un lugar geométrico a una ecuacion que lo representa,

permitiéndole enriquecer su comprension de las relaciones entre € dgebray la geometriay, en particular, reconocer |as relaciones
existentes entre los aspectos relevantes de una gréfica y 1os parametros de la ecuacion correspondiente, siempre que la ecuacion se

encuentre escrita en la forma conveniente.

Horas Problemas Problemas con Actividades Ejercicios L ecturas Proyectos
quia I nternet
38-39 Masaliguida Disefio de un La Parabola 2 La
rotante puente “irresponsabilidad
matematica” delos
Béveda de alumnos
murmullo
40-42 Construccion de Reflector dliptico LaElipse?2 Teoriay Practica de
un puente Geometria Analitica de
Peter H. Selby
El barco bien Leer haciendo las paginas
librado de un 158 a172.
puente Resolver los gercicios
complementarios del 10-
12 al 10-15, p 173.
43-45 LaHipérbola 2 Ensefiay
aprende
46-48  Lamosca ll Juego de video L eer haciendo las paginas El rescate
144 a 156.
Lafuente Resolver los gercicios

complementarios pares
del 9-12 al 9-22, p 157.
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Unidad 6. L a ecuacion general de segundo grado

Que €l estudiante, a partir del andlisis de la ecuacién general de segundo grado y su transformacién por medio de unatradacion y una
rotacion de gjes, aprenda que toda ecuacion de este tipo representa una conicay sepa como reconocerla, se familiarice con las
rotacionesy, junto con las traslaciones, las utilice para simplificar expresiones algebraicas y encuentre e identifique la conica que pasa
por cinco puntos dados, permitiéndole esto relacionar |os rasgos de la curva con los pardmetros de la ecuacion.

Horas Problemas Problemas con Actividades Ejercicios L ecturas Proyectos
quia I nternet
49-50 Ecuacion Conicas L a ecuacion El NUmero Pi
intrinseca de la general de 2°
par abola, elipse grado
e hipérbola
51-52 Unapardbola Trayectoriadeun Teoriay Practica de
rotada bar co Geometria Analitica de
Peter H. Selby
Una elipse Leer haciendo las paginas
rotada 192 a 204.
Resolver los gercicios
complementarios del 12-
12 al 12-15, p 204.
53-54 Unahipé&bola Lasotrasconicas Excentricidad
rotada
55-56  Cinco puntos Telescopio Leer haciendo las paginas  Un gran salto Lacultura
astronémico 192 a 204. matematica

Resolver los gercicios
complementarios del 12-
16 al 12-21, pp 204 y 205.
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Unidad 7. Trayectorias curvilineasy ecuaciones paramétricas
Que el estudiante asocie el estudio de las ecuaciones paramétricas con € estudio del movimiento curvilineo, desarrolle habilidad para
representar graficamente una trayectoria dadas unas ecuaciones paramétricas, asi como para eliminar e parametro y encontrar la

ecuacion cartesiana correspondiente.

Horas Problemas Problemas con Actividades Ejercicios L ecturas Proyectos
quia Internet
57-58 Un gato Problemas con Problemas por
intrépido rectasen resolver,
paramétricas problemas por
demostrar
59-60 Lugares El piston Teoriay Practica de
geométricos 2 Geometria Analitica de
Peter H. Selby
Leer haciendo las paginas
175 a 187.
Resolver los gercicios
complementariosde 11-
12 al 11-15, pp 187y 188.
61-62 JJonron?
63-64 Lugares Lugares Leer haciendo laspaginas  El mismo de
geométricos 3 Geométricos 175 a 187. nuevo

Resolver los gercicios
complementariosde 11-
16 al 11-19, p 188.
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Unidad 8. Coordenadasy ecuaciones polares

Que el estudiante sea capaz de bosguejar |a grafica de ecuaciones polares, asi como pasar de una ecuacion polar a una cartesianay
viceversa; que desarrolle criterios para elegir €l sistema de coordenadas mas adecuado para la descripcion analitica de una curva, a
mismo tiempo que deduce las ecuaciones polares de algunas curvas, sin limitarse alarecta, la circunferenciay las conicas.

Horas Problemas Problemas con Actividades Ejercicios L ecturas Proyectos
quia Internet
65-66 Pétalos El microfono L as funciones Teoriay Practica de Problemas de
trigonométricas Geometria Analitica de rutina
Peter H. Selby
Resolver é Examen 4 de
lap 206.
67-68 |ntersecciones
69-70 Cometa Ecuacion polar de Curvasen Teoriay Practica de
una conica polares Geometria Analitica de
Peter H. Selby

Resolver e Examen de
mitad de periodo de las
pp 141y 142.

71-72 Como dibujar Una exhaustiva
graficas averiguacion
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Materiales Auxiliares parala
Organizacion del Aprendizae
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Materiales Auxiliares parala Organizacion
del Aprendizaje

I ntroduccion

Materiales Auxiliares para la Organizacion del Aprendizaje (MAPOA)

Para lograr € aprendizgje integral y multidimensional que aqui proponemos es necesario que
todos nos hagamos corresponsables. Esta responsabilidad compartida apunta a fortalecimiento
de nuestra autonomia. A lo largo de las sesiones discutiremos explicitamente algunos de los
materidles para la organizacion del aprendizaje y procuraremos convencernos de la
importancia de su uso cotidiano.

Estos materiales se encuentran en la Academia de Mateméticas de tu CECyT, ademés de
en d disco compacto que acompafia a esta Guia, y sirven como un marco de referencia
compartido a que recurriremos constantemente durante € curso. En la medida en que nos
familiaricemos con ellos pueden llegar a constituir un lengugje coman, con € que podemos
hablar acerca de algunos aspectos importantes de tu aprendizaje.

En términos generdles, estos materides auxiliares concretan la expresion
“responsabilizarse de su aprendizaje” y contribuyen a logro de nuestra autonomia en la
organizacion de nuestros propios aprendizajes.

Los auxiliares para la organizacion del aprendizaje son los siguientes:

En este breve texto se discute € aprendizaje de la resolucién de
problemas en el contexto de las habilidades intelectuales de alto

Para entrar en materia

nivel y se propone un modelo de aprendizaje esquematico,
“hacer, reflexionar y comunicar”, que contrasta con €l tradicional “oir, ver y reproducir”. Aqui
Se presenta por primera vez la idea del problema como € meor medio de establecer una
relacion fecunda con una disciplina. Esta idea se discute mas detalladamente en “La
Heuristica'.

El moddoPER | En & modelo de organizacion del aprendizaje PER (Proposito,
Estrategia, Resultado) de Selmes, investigador especializado en las

habilidades de estudio, se presenta un marco de referencia para
estructurar las actividades de aprendizgje. Se invita a administrar los dos enfoques que se
proponen, e superficia y e profundo, con el objeto de formarse un estilo independiente.
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LaHeuristica| En este documento de Schoenfeld, investigador especidizado en la
resolucion de problemas mateméticos, se presenta una estrategia de

resolucion de problemas, acompariada de un diagrama de flujo y de una tabla
gue incluye las heurigticas de uso més frecuente.
El material consta de tres partes:
“Laestrategia’.
“Algunas heuristicas de uso frecuente’.
“Unasintesis esquemética de la estrategia de resolucion de problemas’.

El portafolios, que es un recipiente en € que se acumula, organiza y

El portafolios | reorganiza todo lo que se produce en las actividades, en forma individual o
en equipo, asi como los comentarios y extensiones de estos productos.

El portafolios aporta informacién sobre:
el pensamiento del alumno,
Su crecimiento en el tiempo,
las conexiones que establece,
el punto de vista del alumno acerca de su quehacer matematico,
el proceso de resolucién de problemas.

La megor manera de convencernos de la utilidad del portafolios, de conocer su potencial y
advertir sus limitaciones, es usarlo para recopilar todos los reportes de resoluciéon de
problemas, los planes, los reportes de las experiencias, los comentarios de las lecturas,
etcétera

Algunos comentarios y sugerencias sobre la elaboracion del reporte, € trabgjo

Lasfichas | o equipo, la discusion matematica, € control durante la resolucién de

problemas en el saldn de clases y la elaboracion de controles de lectura se
presentan en forma de fichas.

A partir de los resultados de las investigaciones de algunos educadores se proponen una
serie de comentarios, para su discusion, sobre diversos aspectos de las sesiones de resolucion
de problemas.

La evauacion de nuestro aprendizaje debe estar basada en |os objetivos

L os formatos de educativos a corto, mediano y largo plazosy, por supuesto, en los
evaluacion objetivos de nuestro curso, asi mismo debe apuntar a mejorar nuestro
método de aprendizaje y areforzar nuestro conocimiento de nosotros

mismos. Estos formatos establecen criterios que nos permitiran evaluar
de una forma mas integral nuestro propio trabajo y € de nuestros compafieros.
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Algunos materiales auxiliar es para la organizacién del aprendizaje que puedes consultar
con provecho son:

Propésitos y Competencias Basicas del Estudiante de Bachillerato
Para entrar en materia
El Modelo PER
El enfoque profundo y sus caracteristicas
El enfoque superficial y sus caracteristicas
Cuestionario de autoeval uacion
Algunos enunciados sobre la organizacion
LaHeuristica
Heuristicas de uso frecuente.
Sintesis esquemética de la estrategia de resolucion de problemas
El Portafolios
Un diagrama del portafolios
Especificaciones adicionales sobre el contenido del portafolios como escaparate
Las Fichas
Recomendaciones para € trabajo individual
Recomendaciones para la discusion general
Recomendaciones para el trabajo en equipo
Recomendaciones parala elaboracién del reporte de la actividad
¢Queé es un problema?
¢QUé es un gercicio?
Antes de entregar tu reporte, jrevisalo!
COmo se construye un mapa conceptual
L as actividades de comprensién de Perkins
Guia parala elaboracion de informes de lectura
L os Formatos de Evaluacion
Evaluacién de presentaciones
Autoevaluacion de reportes
Las tres preguntas reveladoras de Mosteller
Autoevaluacion del curso
Autoevaluacién de habilidades, actitudes y valores

A continuacion te presentamos un plan que te permitira revisar e incorporar estos
materiales en tus actividades de aprendizaje de matematicas (y otras materias). En este plan se
incluyen algunas capsulas que puedes discutir con tus compafieros y profesores. Ademés te
hacemos algunos comentarios adicionales y te sugerimos algunas formas para trabajarlos con
provecho.

Unidad MAPOA
I ntroduccion.

Las Matematicas en mi vida.
L as secciones del Portafolios.
Las fichas del Modelo PER.
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Autoexamen sobre tu manera de pensar.

Profesor ¢estoy bien?

Las fichas.

LaHeuristica

Antes de entregar tu reporte revisalo.
Autoevaluacion de reportes.

M apas conceptual es.

Autoevaluacion de actividades, actitudes y valores.
Portafolios como escaparate.

0 (N o |0~ W

Las Matematicas en mi vida
(Una autobiografia matemética)
Escribe un texto titulado "Las mateméticas en mi vida'. Toma en cuenta los puntos siguientes:

Relato escrito en un minimo de dos cuartillas.

Usa e esguema de las dimensiones del aprendizage (conocimientos, habilidades,
actitudes y transferencia) para la descripcion de los que sabes de matemdticas y trata
explicitamente lo relativo ala forma en que lo usas fuera de tu clase de matematicas.
Haz una evaluacion de tu dltimo curso de mateméticas, evalla a tu profesor y
autoeval Uate.

Describe lo que consideras buenas y malas clases, explica por qué las calificas asi.
Incluye el aspecto emocional.

Describe la actitud de tus familiares con respecto a las mateméticas.

Trata lo que han sido las matemédticas en tu pasado, 10 que son en tu presente y 1o que
esperas que sean en tu futuro.

8. ¢Qué espero de mi profesor?

9. ¢Qué estoy dispuesto a hacer para aprender? Especifica.

10. ¢Qué son las matematicas?

11. ¢(COmo aprendo mateméticas?

12. ;De dénde salieron las matematicas?

13. Incluye tus opiniones y en caso de que consultes algun libro, especifica la fuente.

1
2.

w

No oA

cQuéesd portafolios? ¢Qué debestener en tu portafolios?

El portafolios es un instrumento en & que se pretende evaluar una diversidad de registros que
reflggan aspectos distintos del aprendizaje de los alumnos, que parece muy adecuado para
hacer una evaluacion continua y ademas para hacer cortes de evaluaciones acumulativas e
integradoras tantas veces como se requiera, recuperando € proposito original de la evaluacion
gue es partir de elementos confiables para mejorar tanto el aprendizaje del alumno como la
ensefianza del profesor. (Consulta el diagrama de tus materiales auxiliares para la organizacion
del aprendizagje.)

Presentacion del documento: “El modelo PER”

Entre los materiales auxiliares hay una introduccién al modelo de organizacion y evaluacion
del aprendizaje propio llamado PER (Propésito, Estrategia, Resultado). Recortay enmica las
fichas que incluye.
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La aplicacion cotidiana del modelo PER te ayudara a desarrollar una actitud més reflexiva
en tus actividades de aprendizaje y a que, gradualmente, logres formar un estilo propio e
independiente de organizacion de tus aprendizajes.

Aplica e modelo PER a las actividades que has realizado consideradas globalmente,
especificando lo que aprendiste y lo que te falta por aprender, 1o que entendiste ya 'y lo que
aln no acabas de comprender. Usa las fichas.

Autoexamen sobre tu manera de pensar

La resolucion de problemas nos debe llevar a entender € funcionamiento de nuestro propio
razonamiento, a dominar nuestros estados de animo y a aumentar la confianza en nosotros
mismos, en definitiva, nos ayuda a conocernos mejor a nosotros mismos. El conocerte a ti
mismo, en ese ambito, te proporcionara la posibilidad de utilizar tus recursos de la forma mas
eficaz posible y alcanzar con seguridad un conocimiento mas pleno.

Para poder contestar las preguntas acerca de los problemas te sugerimos que primero leas
la ficha sobre resolucién de problemas y juegos, que es también parte de los materiaes
auxiliares parala organizacion del aprendizaje.

L ee con atencion, reflexiona detenidamente y escribe con cuidado y orden las respuestas a las
siguientes cuestiones:

1. Cuando te enfrentas a un problema, ¢con qué papel de los siguientes te identificas
més? Investigador, detective, profesor, conductor de coches, explorador, actor, juez,
cientifico, negociante, matematico, constructor, e mas listo de la clase.

Explica brevemente tu eleccion.

2. Cuando te enfrentas a un problema, ¢con qué estado ce animo te identificas més?
Optimista, pesimista, desanimado, indiferente, vigilante, derrotado, critico, disgustado,
angustiado, aburrido, divertido, tranquilo.

Explica brevemente por qué.

3. ¢Qué es lo que més te ayuda a concentrarte? El silencio, la paz, la tranquilidad, 1a
musica, vigar, pasear, contemplar el paisgje, etc. Explica por qué.

4. Si no te sale un problema, qué prefieres hacer: continuar a pesar de todo, olvidarte de
é por un tiempo, abandonarlo definitivamente, seguir pensando en é en casa. Explica
por qué.

5. A lavista de la tabla de bloqueos, ¢de qué tipo son los bloqueos que encuentras al
resolver un problema? Explica por qué.

6. ¢Qué buscas en la resolucion de problemas? Entretenimiento, gercicio, cumplimiento
de un deber, satisfacer mi curiosidad, autosuperacion, preparacion més eficaz, etc.
Explica por qué.

7. ¢COmo eres respecto a trabgo? Me cuesta ponerme en marcha, soy de esfuerzos
prolongados, me canso y me aburro facilmente, soy de intensos altibgjos. Explica cud
puede ser la causa.
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8. En d trabgo, ¢qué te produce més satisfaccion: pensar por ti solo, observar, mirar
como lo hacen los otros, explorar, repetir, repasar, asegurarse, no trabajar? ¢qué es lo
gue més trabgjo te cuesta?

9. ¢Qué tipos de problemas son |os que més te gustan?

10. Tu pensamiento, ¢anda cas siempre bajo control o a ratos anda vagando y divagando?
¢cud crees que seala causa?

Profesor, ¢estoy bien?

¢Como sabemos s un resultado o procedimiento es correcto? En este curso es una pregunta
gue unay otra vez nos hemos hecho. Si 1o que tuviéramos que hacer fuese una suma, después
de calcular € resultado, ¢necesitariamos que alguien nos dijese si esta bien para asegurarnos
de haber procedido correctamente? Seguramente no, porque conocemos bien el procedimiento
gue se debe seguir y, S aun asi nos asaltaran las dudas, bastaria revisar con cuidado la
aplicacion de nuestro algoritmo para detectar s hubo alguna equivocacion. Para tareas mas
complgjas, s no estamos seguros de |o que hemos hecho, debemos revisarlo cuidadosamente,
buscando entender € significado tanto del procedimiento particular como de la idea general.
Es decir, no basta con hacer clculos, operaciones, dibujos, etcétera; debe haber una
explicacion que les dé sentido. En muchas ocasiones dgamos esas explicaciones
sobreentendidas, pues suponemos que quien nos escucha o lee sabe perfectamente lo que
estamos haciendo y por qué lo hacemos. Pero esta costumbre nos lleva a ser descuidados en la
justificacion de nuestros calculos, procedimientos y resultados. Pecamos por omision. Nos
olvidamos de dos aspectos fundamentales: dar una explicacion clara de 1o que hicimos y por
gué lo hicimos y poner atencién e intentar entender lo que hicieron los demas. Estamos
desatendiendo la comunicacién, que es uno de los eslabones bésicos de nuestro esquema de
aprendizaje: Hacer, Reflexionar, Comunicar.

Estos dos aspectos son fundamentales para decidir cuando un procedimiento y su resultado
son correctos. Asi, s lo que se nos dice estd equivocado, estaremos en condiciones de
detectarlo y ®falarlo. No serd un simple “esta mal”, sino que ira acompafiado de nuestras
razones. Para que estas razones tengan peso deberan enfocarse hacia € asunto y no a la
persona que lo dice. Si, por otro lado, es a nosotros a quienes se nos sefiala un error, también
pediremos argumentos y S son razonables aprovecharemos el sefialamiento para corregir
nuestro trabgjo.

Esta actitud, de cuidar los argumentos que damos y de escuchar con atencion lo que dicen
los otros, es la que permite una auténtica comunicacién de nuestras ideas.

Lasfichas
En los materiales auxiliares encontraras un conjunto de fichas que, una vez enmicadas, podrés
consultar cuando |o juzgues pertinente.

Las fichas que se incluyen son:

¢Queé es un problema?

¢QUEé es un gercicio?

Recomendaciones para el trabajo individual.

Recomendaciones para €l trabajo en equipo.

Recomendaciones para la discusion general.
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Algunas sugerencias para la elaboracion del reporte de la actividad.

Presentacion del documento: “La Heuristica”
Entre los materiales auxiliares (MAPOA) hay una seccidn gque se llama “La Heuristica’, que
incluye los documentos:
Una breve introduccion que trata de la importancia de las heuristicas en la resolucion de
problemas y de la forma en que puedes usar con provecho |os otros dos documentos.
Latabla “Heuristicas de uso frecuente’.
El diagrama de flujo “Sintesis esquemética de la estrategia de resolucion de problemas’.
Lee atentamente los documentos y discute con tus comparieros sobre la mejor forma de
usarlos para resolver mejor problemas cada vez més dificiles.

En estas péginas encontraras una breve descripcion de la estrategia de resolucion de problemas
gue usaremos en este curso. Esta estrategia incluye la mayoria de las acciones sisteméticas de los
buenos resolvedores de problemas. Hasta donde sabemos, la mayoria de €llos usan las técnicas que
aqui seindican y lo hacen en un orden parecido a que se da aqui.

La estrategia se presenta en forma de un diagrama de flujo en € que se sefialan las principales
etapas del proceso de resolucion de problemas. € andlisis, € plan, la exploracion, la
instrumentacion, y la verificacion.

LaHeuristica
A. H. Schoenfeld

Dejen que le presente una paabra que usaremos con frecuencia. La palabra es heuristica. Proviene
dd griego, y su traduccion aproximada es “lo que Sirve para conocer 0 comprender”. Una
estrategia heuristica es una técnica o indicacién cuyo propdsito es ayudarte a comprender mejor
un problema y en € meor de los casos resolverlo. Algunos gemplos de estas estrategias son:
“haz un diagrama’, “considera algunos problemas relacionados, pero més sencillos’, “toma de una
ingtanténea’, “aplicalalupd’.

En latabla “HEURISTICAS DE USO FRECUENTE” se presenta una lista de |as heuristicas
més importantes de resolucion de problemas, y en otra hojauna“ SINTESIS ESQUEMATICA DE

LA ESTRATEGIA DE RESOLUCION DE PROBLEMAS’ en diagrama de flujo.

El diagrama comienza con un analisis de lo que € problema realmente te pide buscar. Esto
significa hacerte unaidea del problema: qué se da, qué se pide (los fines), por qué los datos estén
ahi y s los fines parecen razonables, los principios y procedimientos més importantes que parecen
venir al caso o0 ser aplicables, en qué contexto matemético se da, etcétera. Por supuesto, lee
cuidadosamente el problema. Cuales heuristicas (s las hay) resultan adecuadas durante € andlisis,
puede depender tanto del problema como de la persona que 1o esta resolviendo. Pero algunos
gemplos del uso adecuado de ciertas estrategias heuristicas en esta etapa de la iesolucién de
problemas se presentan a continuacion:

1. Haz un diagrama, aunque € problema parezca ser tratable con un tipo de argumentacion
distinto (digamos uno agebraico). Los dibujos a menudo te ayudan a ver agunas cosas.

2. Ejemplifica d problema (estudia casos particulares), |o que puede resultar en que resuelvas
el problema para algunos casos particulares 0 en que adviertas empiricamente ciertos
patrones determinables. S te piden que muestres algo “para todos los triangulos’, ¢se
cumple paralosisdsceles, equiléeros o rectangulos?
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3. Trata de hacer agunas primeras smplificaciones. En e problema “Encuentra € érea
maxima de cualquier triangulo que se pueda inscribir en una circunferencia de radio R”,
puedes (1) considerar primero la circunferencia unitaria, (2) advertir que, sin pérdida de
generdidad, la base de triangulo se puede suponer horizontd, y (3) estudiar varios
bosgue os para conjeturar una respuesta aceptable antes de pasar ala resolucion andlitica.

La planeacion es, en cierto sentido, un “control experto”. No es realmente una cgja aparte en
el diagrama de flujo sno algo que impregna todo € proceso de resolucion; su funcion es
asegurarte que las actividades que estés redizando son las que mas probablemente (hasta donde
puedes decirlo en este punto) resulten provechosas. De manera mas generd, la planeacion se
ocupa de mantener una perspectiva globa sobre lo que estas haciendo y de que estés procediendo
jerérquicamente. Debes delinear una via de resolucion del problema en un nivel aproximado y
cualitativo y después desarrollarlo en detalle conforme & proceso de resolucion avanza. Por
ejemplo no deberés embarcarte en cal cul os detallados u operaciones complgjas hasta que:

hayas considerado algunas alternativas,

tengas una justificacion clara paraellosy

se hayan definido otras etapas de la resolucion del problema a partir del punto donde los
resultados del calculo sean necesarios o claramente Utiles.

(iCuén lamentable es gastar tiempo y energias en resolver una ecuacion, solo para descubrir que la
solucion no ayuda realmente en € resto del problemal)

La exploracion es € corazon heuristico de la estrategia, puesto que es la fase exploratoria en
la que la mayoria de las estrategias heuristicas de la resolucion de problemas entran en juegp.
Como se puede ver en latabla de “HEURISTICAS DE USO FRECUENTE” y en d diagrama de
fluo de la “SINTESIS ESQUEMATICA DE LA ESTRATEGIA DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS’, laexploracion se divide en tres etapas. En generdl, las indicaciones de la primera
etapa son maés faciles de usar 0 més adecuadas para dar un acceso directo a una solucion del
problema origind que las de la segunda etapa; la relacion entre las etapas 2 y 3 es andogo.
Cuando llegues a la exploracion, todos los otros factores permanecen iguaes, considera
brevemente las indicaciones de la etapa 1 segin su aceptabilidad, escoge la que te parezca mas
adecuada y trata de aprovecharla. Si las estrategias razonables de la etapa 1 resultan insuficientes,
contindia con la etapa 2; s fuera necesario, cuando hayas agotado la etapa 2, ensaya las estrategias
de laetapa 3. S logras un avance sustanciad en cuaquier punto del proceso, puedes regresar a la
planeacion para disefiar € resto de la resolucion o bien reingresar e analisis, con la creencia de
gue la comprensidn lograda en la exploracion puede ayudar areformular € problemay, de esta
manera, enfocarlo de otra forma.

Lainstrumentacion no requiere comentario, salvo que debe (generalmente) ser € Ultimo paso
enlaresolucion real del problema.

La verificacion (comprobacion), por otro lado, se debe subrayar. Los estudiantes raramente
comprueban sus soluciones, y esto puede resultar muy costoso. En un nivel local, puedes detectar
errores bobos. En un nivel globa, a revisar € proceso de la resolucidn, puedes encontrar
resoluciones alternativas, descubrir conexiones con otros temas y, a veces, llegar a advertir,
conscientemente, los aspectos de la resolucion del problema que puedas usar posteriormente y que
te pueden ayudar a ser un mejor resolvedor de problemas.
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l. HEURISTICAS DE USO FRECUENTE
Andliss
1. Hacer un diagrama, S esposible.
2. Examinar casos particulares.
a. Escoger algunos vaores especiaes para gemplificar y hacerse unaidea o “sentir” €
problema.
b. Examinar |os casos limites, para explorar € espectro de posibilidades.
c. Asgnar alos pardmetros enteros los valoresde lasucesion 1, 2, 3, ..., y buscar un patron
inductivo.
3. Tratar de smplificar & problema,
a gprovechando las simetrias posibles, o
b. por medio de argumentos “sin pérdida de generalidad”, incluyendo los cambio de escala.

Exploracion
1. Considerar problemas esencialmente equival entes:
a. Reemplazar las condiciones por otras equivaentes.
b. Recombinar los e ementos del problema de distintas maneras.
c. Introducir elementos auxiliares.
d. Reformular € problema por medio de
i. un cambio de perspectiva o de notacion,
ii. la consideracion de argumentos por contradiccion o la contrarreciproca,
iii. lasuposicion de que se tiene ya una solucion y la determinacidn de sus propiedades.
2. Consderar problemas ligeramente modificados:
a. Establecer submetas (la satisfaccion parcial de las condiciones),
b. Relgar una condicion y después tratar de reimponerla
c. Descomponer € dominio del problemay resolver caso por caso.
3. Considera problemas ampliamente modificados:
a. Congtruir un problema anaogo con menos variables.
b. Mantener constantes todas | as variables excepto una para determinar los efectos de esa
variable.
c. Tratar de aprovechar cuaesquiera problemas relacionados que tengan
i. forma parecida,
ii. datos similares,
iii. conclusiones semej antes.
Recordatorio: a resolver |os problemas més féciles o relacionados, se debe gprovechar tanto
resultado como e método de resolucion.
Verificacion
1. ¢Pasalasolucion obtenida las pruebas especificas siguientes?
a. ¢Usatodos |os datos pertinentes?
b. ¢Estéd de acuerdo con las estimaciones'y predicciones razonables?
C. ¢Resistelas pruebas de smetria, andlisis dimensional y cambios de escala?
2. ¢Pasala solucion las pruebas generales siguientes?
a. ¢Es posible obtenerla de manera digtinta?
b. ¢Se puede verificar en los casos particulares?
C. ¢Se puede reducir alos resultados conocidos?
d. ¢Es posible usarla para generar algo que se sabe?
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SINTESIS ESQUEMATICA DE LA ESTRATEGIA DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS

El problema dado

v

ANALISIS

Comprender e enunciado
Simplificar el problema
Reformular el problema

Formulacion dtil
Acceso alos principios
y mecanismos

O

PLANEACION

Estructurar el argumento
Descomposicion jerarquica:
de lo globa alo especifico

Dificultades
menores

informacion nueva

Problemas rel acionados
mas accesibles

o

@

EXPLORACION

Resolucién esguematica C)

Dificultades
mayores

INSTRUM ENTACION

Ejecucion paso a paso
Verificacion loca

Solucion tentativa QS

VERIFICACION

Pruebas especificas
Pruebas generales

Solucién verificada O

Problemas esencialmente
equivalentes

Problemas ligeramente
modificados

Problemas ampliamente
modificados
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Revisa los problemas gque has resudlto, en forma individual o en equipo, y anaiza cua
fue la estrategia que aplicaste para lograr resolverlo.

Describelas, dales un nombre y explicalaforma en que la aplicaste en cada caso. Anota
tanto las caracteristicas comunes como las diferencias.

Recuerda las indicaciones relativas a enfoque profundo para este importante capitulo
de tu portafolios.

No subestimes las dificultades que implica este aprendizaje tan complegjo y ambicioso:
Saber escoger y aplicar eficientemente la estrategia que resulta adecuada para resolver un
problema

Antesdeentregar tu reporte, jrevisalo!
Podria pensarse que es suficiente con cumplir las competencias bésicas del bachillerato, es
decir, dominar los conocimientos, habilidades, valores y actitudes que son indispensables
tanto para la comprension del discurso de las ciencias, las humanidades y la tecnologia,
como para su aplicacion en la solucion de los problemes de tu vida escolar, laboral o
cotidiana. Sin embargo, también es importante desarrollar otras habilidades como son:
Expresarse correcta y eficientemente en espafiol, tanto en forma oral como escrita, asi
como interpretar [os mensajes en ambas formas.
Mangar la informacién formulada en distintos lenguajes y discursos (gréficos,
mateméticos, simbdlicos, de computo, €etc)

Al momento de elaborar tu reporte ya sea de forma individual o por equipo, se estén
poniendo en préctica las habilidades antes mencionadas. Sin embargo, para que la
comunicacion sea efectiva debes verificar que estés explicando con claridad la comprension
gue lograste del problema, de la planeacion y de tus resultados. Por 1o que ademés de
consultar la ficha de “Recomendaciones para la elaboracion del reporte de la actividad” te
sugerimos:

Antes de entregar tu reporte, jrevisalo!

Instrucciones para los estudiantes.
Por favor, muestra en tu reporte todo tu trabajo. Tu reporte debe ser lo suficientemente
explicito como para que lo evalGe alguien que no te conozca. Asegurate de que quien lo lea
tenga claro cdmo resolviste el problema y cud fue tu razonamiento. La evaluacién del
reporte tiene como guia los criterios siguientes:

Tu comprension del problemay € tipo de matematicas que usaste.

El uso correcto de las mateméticas.

El uso de las estrategias de resolucion de problemas 'y € razonar correctamente.

La comunicacion de tus ideas matematicas y tus conclusiones.

Puedes usar tus herramientas tecnoldgicas y los materiales auxiliares que necesites para
resolver los problemas.

Guia paralarevisiéon del reporte de tu resolucion del problema.
1. Comprensién conceptual del problema
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Usé diagramas, dibujosy simbolos para explicar mi trabgjo.
Usé toda la informacion importante para resolver correctamente el problema.
Pensé detenidamente sobre e problemay siento que sé de lo que hablo.

2. Conocimiento de los procedimientos
Realicé caculos y useé términos y formulas mateméticos correctamente.
Resolvi correctamente el problemay verifiqué mi solucion.
Usélasideasy € lenguaje matematicos con precision.
Verifiqué la correccion de mi respuesta.

3. Habilidades y estrategias de resolucion de problemas
Busqué otras formas posibles de resolver € problema.
Usé estrategias de resolucion de problemas que evidencian un buen razonamiento.
Mi trabajo es claro y organizado.

4. Comunicacion
Me comuniqué claray efectivamente con €l lector de mi reporte.
En mi solucién un paso conduce a siguiente, hay una ligazon.
Usé claramente laterminologiay € vocabulario mateméticos.
Mis frases y afirmaciones tienen sentido, no faltan ni sobran palabras.

M apas conceptuales

Conforme te adentres en el estudio de la geometria analitica descubrirds un tema que es
muy interesante denominado secciones conicas. Estas han inquietado al ser humano desde
la época de los griegos hasta nuestros dias. Al paso del tiempo se han construido problemas
y encontrado nuevas definiciones para un mismo concepto. Te invitamos a qué conforme
vaya avanzando tu curso y profundices en € estudio de las mismas, desarrolles un mapa

conceptual con las secciones conicas como base.

Como construir un mapa conceptual
(y sus criterios de puntuacién)

1. Identificar una pregunta referida al problema, el tema o & campo de conocimiento que
se quiere representar mediante el mapa. Luego, basandose en esta pregunta, hay que
identificar de 10 a 20 conceptos que sean pertinentes a la pregunta y hay que hacer una
lista con ellos. A agunas personas les puede resultar Util escribir estas etiquetas
conceptuales en tarjetas o en hojitas de post-it para manipularlas megjor. S se trabgja
con un programa de computadora especiadmente disefiado para este fin hay que
introducir la lista de conceptos. Las etiquetas conceptuales deben estar compuestas por

tres palabras alo sumo.

2. Hay que ordenar los conceptos colocando € més amplio o inclusivo a principio de la
lista. A veces es dificil identificarlo. Suele resultar de utilidad el discutir y reflexionar
sobre la pregunta original para decidir € orden de los conceptos. En ocasiones esto

conduce a modificar la pregunta o a escribir otra distinta.
3. Revisar lalistay afiadir mas conceptos si son necesarios
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0.

Comenzar a construir el mapa colocando € concepto més incluyente o general (pueden
ser varios) en la parte superior. Suelen ser dos o tres los conceptos generales en la parte
superior del mapa.

A continuacion hay que escoger de uno a cuatro subconceptos y colocarlos debgjo de
cada concepto general. Si hay méas de cuatro subconceptos que aparentemente van
debgjo de un concepto general, se puede identificar un concepto intermedio adecuado,
con € que se puede crear un nivel jerérquico nuevo en € mapa.

Luego hay gque unir los conceptos con lineas y denominar a estas lineas con palabras de
unién adecuadas, que deben definir la relacion entre ambos conceptos, de modo que se
lea un enunciado o proposicion validos. Estos enlaces son los que crean e significado.
Cuando se une de forma jerarquica un nimero amplio de ideas relacionadas, se advierte
la estructura del significado de un tema determinado.

Ahora hay que modificar la estructura del mapa, afiadir, quitar o cambiar conceptos
supraordenados. Es posible que sea necesario realizar varias veces esta modificacion; de
hecho, es un proceso que se puede repetir de forma continua, conforme se alquieren
conocimientos o ideas nuevos. Es ahi donde son dtiles los post-it o, mejor ain, los
paquetes para crear mapas.

Buscar vinculos cruzados entre los conceptos de diversas partes del mapa y colocar
paabras de enlace adecuadas. Los vinculos cruzados suelen contribuir al
descubrimiento de nuevas relaciones creativas en el campo de conocimientos en
cuestion.

Se pueden incluir en |as etiquetas conceptual es gjempl os especificos de los conceptos.

10. Los mapas conceptuales se pueden readlizar de formas muy distintas para un mismo

grupo de conceptos. No hay una forma unica de elaborarlos. A medida que se modifica
la comprensién de las relaciones entre |os conceptos, también se modifican los mapas.

Criterios de puntuacién de los mapas conceptuales

1. Proposiciones. ¢Seindicalarelacion de significado entre dos conceptos mediante la
linea que los une y mediante la(s) palabra(s) de enlace correspondiente(s)? ¢Es
vélida esta relacién? Anota un punto por cada proposicion vaiday significativa que
aparezca.

2. Jerarquia. ¢Presenta € mapa una estructura jerarquica? ¢Es cada uno de los
conceptos subordinados més especifico y menos general que € concepto que hay
dibujado sobre @ (en € contexto del material para € que se construye € mapa
conceptual)? Anota cinco puntos por cada nivel jerérquico valido.

3. Conexiones cruzadas. ¢/Muestra € mapa conexiones significativas entre los
distintos segmentos de la jerarquia conceptual ? ¢Es significativay validalarelacion
gue se muestra? Anota diez puntos por cada conexién cruzada vaiday significativa
y dos por cada conexién cruzada que sea vaida pero que no ilustre alguna sintesis
entre grupos relacionados de proposiciones o conceptos. Las conexiones cruzadas
pueden indicar capacidad creativa 'y hay que prestar una atencion especial para
identificarlas y reconocerlas. Las conexiones cruzadas creativas o singulares pueden
ser objeto de un reconocimiento especial o recibir una puntuacion adicional.
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4. Ejemplos. Los acontecimientosy objetos concretos que sean gjemplos validos de lo
gue designa & término conceptual pueden afiadir un punto, cada uno, a total (estos
gjemplos no van dentro de una figura porque no son conceptos).

5. Ademas se puede construir y puntuar un mapa de referencia del material que sevaa
representar en los mapas conceptuales y dividir las puntuaciones de los estudiantes
entre la puntuacién del mapa de referencia para obtener un porcentaje que sirva de
comparacion. Por supuesto gque algunos estudiantes pueden construir mapas mejores
gue € de referencia y su porcentaje serd mayor que € 100%, de acuerdo con lo
anterior.

El portafolios como escapar ate

Coloca d frente de tu portafolios los cinco trabgos de los que te sientas més orgulloso y
acompanal os de una nota en la que expliques por qué te sientes orgulloso de ellos.

Muestra tu portafolios a un adulto y a una amiga de tu edad y pidele a cada uno que escriba
un comentario. Incluye el comentario, con PER, en tu portafolios.
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Problemas
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Problemas

I ntroduccion

La habilidad para resolver problemas corstituye un excelente indicador del nivel de
desarrollo matemético que has acanzado. En este Libro la actividad de resolucion de
problemas es la parte mas importante, ya que te permitira vincular las herramientas
mateméticas con una dimension de uso, se introducen conceptos matematicos utilizando
contextos, y se formulan y responden preguntas que contribuyen a la conceptualizacion de
los objetos matematicos.

¢Qué esun problema?
Por problema se entiende una situacion matematica o extramatematica que no tiene
solucion inmediata, admite varias vias de aproximacion y posiblemente varias soluciones,
puede consumir mucho tiempo, quizas varias clases, 0 hasta varios cursos y exige esfuerzo
mental, imaginacion y creatividad. Un problema no se trabgja una vez y ya nos olvidamos
de é, tanto profesor como alumnos, sino que puede retomarse en distintos momentos para
mejorar su solucién o profundizar en alguna cuestion que haya suscitado.

A través de la actividad de resolucion de problemas queremos que tu:

hagas uso de las mateméticas con las que cuentas para dar respuesta a las preguntas
planteadas en & contexto de la situacién,

busgues conexiones entre diferentes representaciones,

logres diferentes vias de acceso trabajando varios enfoques,

generalices tus soluciores y reformules, ampliandolo, el problema en otros campos,
generes criterios para validar las interpretaciones y |os model os mateméti cos,
construyas y hagas evolucionar |os conceptos matematicos como respuesta a tus propias
preguntas, y

desarrolles actitudes que te permitan enfrentar y mangjar situaciones complejas con un
ato grado de incertidumbre.

La resolucion de problemas es un proceso que no se puede encerrar en unareceta paso a
paso, es en esencia un viagje, una aventura, no un destino, que a ratos sufrimos y a ratos
disfrutamos, para € que no tenemos un mapa de antemano, necesitamos aprender a
descubrir o construir caminos. Sin embargo, se pueden destacar algunas etapas de esta
aventura: hay un deseo de acercarse a problema, de aceptar € desafio, de correr un riesgo,
de encontrar la respuesta, de comprender una pregunta, de descubrir nuevos conocimientos
o0 de crear una solucion. Alguien ha dicho que en la resolucion de un problema, como en la
vida, 1o que importa es el camino. Si tomas esto en cuenta, podrés aprender a adoptar una
actitud que te permita disfrutar y aprovechar la resolucion de un problema. No pongas la
mira en el éxito o en el fracaso, sino en € proceso. Es e proceso € que te ensefia. Un

‘Geometria Andlitica’ Libro parael Estudiante Hoja 47



problema resuelto es un problema muerto, mientras no esta resuelto vive en ti como
problema.

En esta guia se habla de problemas, problemas con guia y proyectos. Todos €ellos
comparten la misma idea de problema que acabamos de mencionar en los péarrafos
anteriores. Expliquemos la diferencia que hay entre ellos.

|. Problema: Consta de un enunciado en € que se describe la situacion y 1o que se
quiere que hagas y respondas. El tiempo estimado para discutirlo provechosamente es
después de una o dos horas de haberlo trabajado.

I1. Problema con guia: Ademas del enunciado contiene un cuestionario o0 una secuencia
de pasos que te permiten seguir avanzar en el problema usualmente de situaciones
sencillas a otras mas complgias. También e tiempo estimado para discutirlo
provechosamente es después de una a dos horas de haberlo trabajado.

[1l. Proyecto: Es un problema, o problema con guia, que requiere més de dos horas de
trabgjo antes de discutirlo provechosamente. ES posible que tengas que generar tu
mismo los datos y una parte importante del trabajo la tengas que hacer fueradel salén
de clases.

Lugar Geométrico
Un tipo de problema en geometria andlitica es € llamado lugar geométrico. Consiste en
una descripcion de las condiciones que cumple cada punto de cierta curva 'y que debe ser
suficiente para trazar su grafica y obtener su ecuacién. Si bien desde el curso de Geometria
y Trigonometria se tienen problemas de este tipo por gemplo, construcciones §, la
geometria analitica permite tratar de manera mas completa el problema al buscar llegar ala
ecuacion de la curva. Es una especie de acertijo que nos desafia a S nos atrevemos a trazar
una figura que contenga las condiciones descritas en e enunciado y, mentalmente, ponerla
en movimiento para observar el camino que se “hace a andar”.

Para este tipo de problemas un ftware de geometria dindmica es ideal, pues con é
podemos “empujar” € punto recién construido y ver en el monitor de la computadora como
Se mueve.

Sobre |os proyectos:

L os proyectos te permitiran, mas que cualquier otra actividad, profundizar en el aprendizaje
de la modelacién matemética (puedes leer ‘ Aspectos externos de Reuben y Hersh en la
seccion “Lecturas’ dd libro Geometria y Trigonometria. Libro para € Estudiante para
gue tengas una perspectiva mas amplia sobre €l papel de la modelacion matemética en los
distintos ambitos del quehacer humano).

Un proyecto es una tarea extraescolar de varias etapas que requiere un trabgo
coordinado durante varias semanas, 0 meses, para llegar a darle una conclusion
satisfactoria. Es decir que se logre dar respuesta a las preguntas que se plantearon y una
evaluacion, que puede incluir preguntas nuevas, de la calidad de la respuesta. En cada
proyecto hay algunas partes en las que es muy probable que te atores. En ocasiones te
podrés desatorar solo, gracias a que logres una mejor comprension de alguna idea y asi
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puedas desatar €l nudo y avanzar. Pero, mas a menudo, requeriras de la asesoria de tus
profesores, quienes te ayudaran por medio de preguntas, sugerencias, €ercicios
complementarios o lecturas.

La evaluacion del proyecto se hara mientras estés trabajando en é, no sdlo a presentar
el reporte final. Por lo tanto, debes hacer un plan desde € principio y fijar un calendario
que especifique las fechas de entrega de los informes parciales y del informe final. Ademés,
deberés considerar la presentacién ante €l grupo y preparar un guién para la discusion que
se redlizard durante, o después de, la presentacion. Entre mejor entiendas lo que se trata de
lograr con los proyectos, mas fécil te serd hacer € esfuerzo considerable que exigen. Con la
evaluacion, tanto la continua como la final, queremos obtener informacién sobre el
desarrollo de tus habilidades matematicas, como, por g emplo, la capacidad para:

- Formular los problemas que resultan de una situacion.

Identificar los procedimientos matematicos que te permiten obtener la informacion

necesaria.

Recopilar y organizar |os datos obtenidos.

Formular conjeturas razonables al considerar |os patrones que observas en, 0 impones a,

los datos.

Poner aprueba tus hipotesis.

Hacer los cambios necesarios y obtener otras informaciones a partir de las

reformulaciones de |os problemas.

Explicar tus métodos de indagacion.

Producir un informe del desarrollo y conclusiones del proyecto sucinto y articulado.

También se consideraran algunas actitudes como:

La creatividad y lainiciativa.

La participacion en € equipo.

El liderazgo y la cooperacion efectivos.

La perseveranciay la minuciosidad.

Laflexibilidad y la amplitud de criterio.

Ladisposicion parair més all4 de las soluciones inmediatas.

Es muy recomendable que uses los paguetes que se incluyen en € disco compacto

mientras resuelves los problemas. Si tienes dudas en su mango tu profesor te puede
orientar.
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Problemas

1. Gréficasy Descripciones

I dentificacién de graficas cualitativas
Indica cudl eslagréfica que corresponde a enunciado. En caso de que no encuentres una
grafica apropiada, sugiere una.

1. Untrenllegaaunaestacion y dejasus pasaj eros.

a) c) d)

e -

— I P~

> > g 2
Tlempﬂ Tiempo Tiempo Tiempo

2. Un hombre hace un recorrido en la rueda de la fortuna.
a) b) c)

Altura desdeel
desde
desde

Atura desdeelsuelo =

Tiempo é Tiempo g Tiempo Tiempo

3. Una mujer sube una colina a paso regular y baja corriendo.

Al

Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo
4. Un nifio juega en un columpio.

a)

Z
R
&

A

Velocidad

Velocidad

Velocidad

2} b] ) d}

g I i

£ o T

a EV' : ;

g Tiemoo 2 Tiempo § Trempo

Actividad adaptada a partir de: Frances Van Dyke: En relacion con las graficas en la introduccion al
algebra
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5. Un nifio sube una resbaadillay se dedliza

a) b) c) d)
el QO
8 8 3 E
3 8 g g
> > > >
Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo

Gr &ficas con escalas

1. Sandra comienza con $43 aintroducir cuartos (monedas de veinticinco centavos) en una
maguina tragamonedas. ¢Qué grafica representa la cantidad de dinero que le queda
después de x intentos, suponiendo que nunca gana?

a) b) c)
Cantidad Cantidad Cantidad
S0 S S5 [
]
o — 410 i)
-\_\_\_"‘—‘-\—\.
70 20 20
A 20 20
0
I I
4]
ia 20 za i) S0 [ [l
Nljmero delntentOS 'IO 260 3.0 Ea] S 'J‘O 20 3.‘0 Eda St
NUmero deintentos NUmero deintentos
d) €
Cantidad Cantidad
S0 56
40 fo——
F0 F
26 20
I I
o) [
i 20 0 Ed) S0 In 260 FZA Ea] S
NUmero deintentos NUmero deintentos

2. Ricardo mecanografia durante tres minutos a razon de treinta'y cinco palabras por
minuto. Hace una interrupcién de dos o tres minutos y después mecanografia tres
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minutos més arazén de veinte palabras por minutos. En las gréficas siguientes €l
tiempo aparece en € gje horizontal y €l nimero de palabras mecanografiadas aparecen
en el ge vertica. ¢Qué gréfica representa el tiempo que Ricardo paso en la méquina de

escribir?

Palabras

200
I75
150

i25
Ioq

75
50

25

2 4 5 5 7 &
Tiempo (min.)

b)

Palabras

200

175
150

125
Iaa

75
38

25

[

|1

P2 3 4 5 6 7 8

Tiempo (min.)

C)

Palabras

200

175

150

25
oa

75

30

25

0

P23 45 0 7 &

Tiempo (min.)

d)

Palabras

200

175
150

125
108

75

30
25

P2 3 45 6 7 8
Tiempo (min.)

3. Escoge una de las respuestas que no fue correcta en € problema 1y formula un
problema que tenga esa grafica como respuesta.

4. Inventa un problema de este tipo y traza la gréfica correspondiente.

Trazado de gréficas

1. Saracamina de su casa alatienda. A medio camino, advierte que olvidd e dinero, asi

que da media vuelta, regresa a su casa, coge € dinero y, ahora si, va hasta la tienda.
Grafica el tiempo en € e horizontal y la distancia con respecto a su casa con € ge

vertical.

con respecto a suelo en € ge vertical.

Rashid salta desde un trampolin. Grafica el tiempo en € €je horizontal ysu distancia

Kendra corre con exceso de velocidad por la carretera cuando la detiene un oficial de

policia. El oficial le da una boleta y después Kendra contindia su camino. Grafica €l
tiempo en € ge horizontal y lavelocidad de Kendraen € ge vertical.

cuadra para permitir que suban o bajen |os pasajeros.
a) Graficae tiempo en e ge horizontal y la velocidad del autobls en el gje vertical.
b) Graficael tiempo en & ge horizontal y la distancia que Carlos ha vigjado en €l ge

vertical.
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Lainterpretacion de gréficas

El &rea de esqui de Mount Southington afirma que su ascensor vigja a 400 pies por minuto
y hace un recorrido de 2000 pies. Las graficas siguientes registran de dos maneras la subida
de un esquiador ala cima de la montafia en € ascensor y su descenso esquinado. Una
gréfica representa la distancia desde la base de la montafia en funcion del tiempo

m k
R-C
= T F 1§
%EPOEU =
F12%0 N
= 1000
3 —500 ’
b3 |
[} 04
= Q12141 648110124114 116118
= tlempo tr‘ansc:urndq an JMINUtos - 1
&1
—+ 2 800
.~
+ 5 890 %
+-8 .a00 7
+ & 2do
- i 5\1 "4
_-_g 00__2 L4 6] -8 1 10la2f1al 6118
- = ﬁempo transcurrrdc- en mlnutos

1. ¢Se detiene la slla del ascensor antes de que € esquiador llegue a la cima de la
montafia? Explica tu respuesta.

¢Es posible saber a partir de la gréfica de la distancia si la velocidad ha descendido a
cero? Explicatu respuesta.

¢Cudl eslavelocidad més ata de la silla del ascensor en millas por hora?

¢Cud eslavelocidad més ata del esquiador en millas por hora?

Advierte que entre los minutos 9y 10 la velocidad es cero. ¢Qué piensas que ocurrio?
Nombra cinco puntos A, B, C, D, E, en cada gréfica, vinculando la distancia 'y la
velocidad. Explica por qué estos puntos se relacionan y que esta ocurriendo en cada
instante.

N

o0k w

2. Un paseo por automovil
Un automovil recorre una distancia de 50km hacia €l este, después 30km hacia €l norte y

finalmente 25km en unadireccion de 30° hacia € este del norte. ¢Cud es la distancia desde
el punto de partida al punto terminal?
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3. Lamoscal

Un cuarto tiene las dimensiones de 3m x 4m x 3m. Una mosca vuela desde un rincon hasta
el rincon diametralmente opuesto. (a) ¢Cua es la distancia entre dichos puntos? (b) ¢Puede
ser lalongitud de su trayectoria menor que esta distancia? ¢Mayor que esta distancia?¢lgual
a esta distancia? (c) Si la mosca no volase sino que caminase, ¢cud seria la longitud de la
trayectoria més corta que pudiese seguir?

4. Un juego de basquetbol televisado

Una camara de television se coloca a 10m de lalinea lateral de una cancha de basquetbol de
28.65m de largo. La camara se encuentraa 2.4m del centro. ¢Qué angulo debe abarcar para
captar toda la accion de la cancha?

28.65m

10m
2.4m
5. Epifania

Valentina lleg6 temprano a su clase de musica. A punto estaba de sentarse cuando advirtio,
disgustada, que habia olvidado su cuaderno en su refugio predilecto: la siempre comoday
acogedora biblioteca. No podia perderse el comienzo de la clase, asi que fue alabiblioteca,
cogié su cuaderno y regresd a su asiento, a tiempo para comenzar su, probablemente
disfrutable, clase de musica. Pero en e camino se encontré a su bienamado Juan y se
detuvo a intercambiar algunas muestras de su muy auténtico carifio, lo que le llevo 4
minutos, pero de los largos, y la obligd a recuperar los 4 minutos tan bien aprovechados,
porque cuando salié del saldén no previd la Epifania. La biblioteca esta en un punto
diametralmente opuesto del saldn de musica en € patio circular, que tiene 500 metros de
diametro, de la escuela. Valentinatardo, en total, 9 minutos.

Construye una gréafica que describa los cambios de posicion de Vaentina en su trayecto
deiday vuelta con respecto al tiempo.

Todos hemos escuchado, o hecho, descripciones de objetos en movimiento, que
incluyen expresiones como "detenido”, "rapido”, "lento", "més rapido”, "disminuyd su
velocidad", "maés algado”, "aceler6 mas' y muchas otras que seguramente te han asaltado la
memoria. ldentifica en la gréfica algunas partes con estas expresiones y describe las
caracteristicas de la gréfica que les corresponden.
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Ahora convengamos en que la velocidad de Valentina es positiva cuando se dirige ala
biblioteca y negativa en sentido contrario. Identifica en la gréfica intervalos en los que la
velocidad sea positiva, negativa o nula, y describe las caracteristicas de la gréfica. Al igual
gue en el parrafo anterior, introduce matices en la descripcion de la velocidad y anota las
caracteristicas correspondientes de la gréfica

6. Lugaresgeométricos 1

Un lugar geométrico.
Traza un segmento PQ de 5 cm de longitud.

Traza varias circunferencias que pasen por Py por Q y marca con tinta los centros de
estas circunferencias.

Formula conjeturas en la forma «si-entonces» y trata de probarlas.

Escoge un sistema de coordenados adecuado y encuentra su ecuacion.
Otro lugar geométrico.

Traza un segmento PQ de 5 cm de longitud.

Usa tu escuadra 30-60-90 para trazar muchos triangulos PQR que tengan un angulo
opuesto a segmento PQ de 30° y marca € vértice R de cada uno de estos triangul os.

Usatu escuadra 45-45-90 para trazar muchos triangulos PQS que tengan un angulo
opuesto a segmento PQ de 45° y marca € vértice S de cada uno de estos tridngul os.

Usatu escuadra 30-60-90 para trazar muchos triangulos PQT que tengan un angulo
opuesto a segmento PQ de 60° y marca € vértice T de cada uno de estos tridngul os.

Usa tu escuadra 30-60-90 para trazar muchos tridngulos PQU que tengan un angulo
opuesto a segmento PQ de 90° y marca € vértice U de cada uno de estos tridngulos.

Formula conjeturas en la forma «si-entonces» y trata de probarlas.
Escoge un sistema de coordenados adecuado y encuentra su ecuacion.
Incluye el reporte, con PER, en tu portafolios.

7. Apagar € fuego a como de lugar

Una ciudad cuenta con dos estaciones de bomberos, las cuales estén separadas por 15 Km.
Desde ambas estaciones, se pueden enviar carros de bomberos en cualquier direccion de la
ciudad. Debido a las condiciones en las que se encuentran las unidades de rescate, el carro
de bomberos que parte de la estacion A, tarda 1 minuto por kilometro en dirigirse a lugar
del siniestro, mientras que e carro de bomberos que parte de B, tarda 2 minutos por
kilometro (supon que las condiciones del trafico son similares en toda la ciudad).

Considera la estacién A como € origen de coordenadas cartesianas.
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¢Cudl es € limite que divide en regiones al campo de trabajo de los bomberos, para que
el tiempo tomado por carro, de determinada estacién, sea el menor tiempo posible para €l
encuentro con e siniestro?

8. El avevigjera

Cierta ave que parte de su nido en busqueda de alimento alas 6 am. y regresaa é alas 6
p.m., requiere de un minimo de 4 horas para descansar y alimentarse. Si € ave tiene una
velocidad media de vuelo de 20 km/h, ¢cudles son los limites del territorio que puede cubrir
el ave?

9. Razén de éreasde doscirculos

Laslineas | y n son tangentes al circulo C; y formanun angulo de 30°. Si la bisectriz de
este angulo pasa por un diametro del circulo Ca, y los circulos, C; y Ca, son tangentes(ver
figura), demuestra que larazén de el &rea del circulo mayor, A, a circulo menor, a, es:

o $ET g
a

- 4

CA

30> C|

10. El pozoy € rio

En un campo abierto pasa un rio recto y hay un pozo a una distancia r del rio. Hallar €
conjunto de puntos, P, que tengan la siguiente propiedad: si se va en direccion de P hacia
el rio, su distancia del rio es la misma que del pozo.

11. Laaldea

A través de la adea A, rodeada por todas partes de prados, pasa un camino recto. Una

persona puede ir por el camino a velocidad de 5 km/h, mientras que por el prado, a2 km/h.
Trazar € conjunto de puntos hasta los cuales podria llegar desde A en una hora.
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12. Circunferencia tangente a otray que pasa por un punto interior a esta ultima

Dada una circunferencia'y un punto interior Q distinto del centro C. Considera ahora todas
las circunferencias tangentes a la primera que pasan por Q. ¢Qué lugar geométrico
describen sus centros?

R

13. Circunferencia tangente a otras dos

Sean dos circunferencias, unade radio R y la otrade radio r, tales que la primera contiene a
la segunda, como se ve en lafigura. Demuestra que € lugar geométrico de todos los centros
de circunferencias tangentes a las dos primeras es una elipse cuyo ge mayor es la suma de
losradios Ry r.

14. Ensordecedor disparo de un rifle eimpacto de la bala

Un observador estacionado en € punto P oye € estampido de un rifle y € golpe de la baa
sobre el objetivo en e mismo instante. Encuentra el lugar geométrico de P.

15. El estruendo de un cafion
Un cafién P se escucha no simultéaneamente en dos puestos de observacion Ay B. Sien €
punto A se escucha 1 segundo después que en e punto B (velocidad del sonido =

330m/seg). Describe exactamente la condicion bifocal de la conica que cumple todas las
posiciones € cafién P.
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16. Masa liquida rotante

En fisca se demuestra que cuando una masa liquida gira con velocidad angular w
constante en torno a un gje vertical central de un recipiente cilindrico, la superficie superior
liquida tiene la forma de un paraboloide (ver figura); mas precisamente, la seccién
transversal vertical de esta superficie eslacurva y = w?x?/2g. Supdngase que se desea
construir un espejo parabdlico de mercurio. ¢Cuan rapido debera girar (en revoluciones por
minuto) la masa liquida de mercurio para que en el paraboloide se genere una distancia
focal de 1Im? (Considera que la aceleracion de lagravedad es g = 9.8m/s?).

Clv‘)
T?

TN

17. Béveda de murmullo

Un recinto tiene forma eliptica, con paredes verticales de 2 metros de atura y techo
elipsoidal. Tiene 12 metros de longitud y 6 metros de ancho. ¢Donde se deben parar dos
personas, que no sea una junto ala otra, para que se puedan secretear sin que nadie més los
oiga?

18. Construccion de un puente

Un ingeniero desea construir un puente sobre un rio de 1km de ancho para unir dos
carreteras. A un lado la carretera tiene una pendiente ascendente del 7% y a otro lado una
pendiente descendente de 5%. El ingeniero desea que e puente describa un arco de
pardbola y se una suavemente con los extremos de la carretera. Convércele que no es
posible construir un puente de esaformay ofrécele una solucién distinta que cumpla con €l
resto de sus especificaciones.

1 km

E

W
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19. El barco bien librado de un puente

Se construird un puerte a través de un rio de 46 metros de ancho. El arco del puente serd
semieliptico y debe construirse de manera que pueda pasar sin peligro por debajo de € un
barco de menos de 16 metros de ancho y 9 metros de altura. ¢Cudl debera ser la atura del
puente, ala mitad del mismo?

20. Lamosca |l

Una mosca sigue una trayectoria cuya curva es una rama de hipérbola. Se acerca
asintéticamente por una recta cuya pendiente es 1/5/6 y se desvia por € caor de la flama

de una vela, y se aga nuevamente. Si en un tramo de su trayectoria la hipérbola tiene un
ancho de 20 cm y 10 cm de profundidad, encuentra el valor de su excentricidad.

21. Lafuente

Dos grabadoras estan separadas por 100 metros de distancia. Un sonido que proviene de
una fuente se registra 0.2 segundos antes en una de las grabadoras que en la otra. ¢Dénde se
encuentra la fuente de sonido?

22. Ecuacion intrinseca de la par abola

Llamense ge foca, f, de la pardbola a la linea recta que pasa por € vértice y por € foco, y
genormal, n, alalinea perpendicular aeste gie y que pasa por € vértice.

Por medio de la ecuacién ordinaria de la parabola, con vértice en el origen, deduce la
siguiente propiedad geométrica: El cuadrado de la distancia desde un punto cualquiera, P,
delacurvad ge focal, esigua a producto de la longitud de su lado recto por su distancia
a genormal.

[PAT = aplPe]

n
P

|+

23. Ecuacion intrinseca de la elipse

La ecuacién ordinaria de la elipse cumple con una propiedad geométrica intrinseca, de la
cual se obtiene una ecuacion vaida para cualquier posicion, incluso rotada.
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Toma la ecuacion ordinaria, con centro en €l origen, de la elipse cuyos semigjes mayor
y menor son ay b, respectivamente. Entonces si A y B son los pies de altura desde un punto
cualquiera P de la elipse alos ges mayor y menor respectivamente, deduce que

2 2
[PaBz] . [F;A] 1

24. Ecuacion intrinseca de la hipérbola

La ecuacién ordinaria de la hipérbola cumple con una propiedad geométrica intrinseca, de
la cual se obtiene una ecuacion vélida para cualquier posicion, incluso rotada.

Toma la ecuacion ordinaria, con centro en el origen, de la hipérbola cuyos semigjes
transverso y conjugado son ay b, respectivamente. Entonces st A y B son |os pies de altura
desde un punto cualquiera P de la elipse a los gjes transverso y conjugado respectivamente,
deduce que

Pl [Pl _,
a’ b?

25. Una Par dbola Rotada

Halla la ecuacion de la pardbola cuyo ge tiene por ecuacion x +y + 1 =0, su vértice es €
punto (-2, 1), y que pasa por € punto (-2, 4).

26. Una dlipserotada

Encuentra la ecuacién de la dipse cuyos ges, mayor y menor, pasan por las rectas
X+y+1=0, x- y+3=0, y suslongitudes son 3y 1 respectivamente.

27. Una hipérbola rotada

Halla la ecuacién de la hipérbola cuyos gjes, transverso y conjugado, pasan por las rectas x
+y+1=0,x-y+3=0,Yy suslongitudes de los semigjes son 1y 2 respectivamente.

28. Un gato intrépido
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Una escalera de 10 peldafios se encuentra recargada sobre un muro liso y resbala por €l
peso de un gato. Encuentra €l lugar geométrico que describe el gato, si éste no se mueve del
cuarto peldafnio desde el extremo que resbala sobre e piso.

29. L ugar es geométricos 2

Un lugar geométrico.
El lado AB de un tridngulo ABC mide 5 cm. El angulo C, opuesto a este lado, mide
30°.
Traza € lugar geométrico (locus) de los puntos correspondientes a vértice C.
Escoge un sistema de coordenados adecuado y encuentra su ecuacion.

Otro lugar geométrico.

Dado un rombo de 5 cm de lado, con un lado fijo, traza €l lugar geométrico de los
centros del rombo.

Escoge un sistema de coordenados adecuado y encuentra su ecuacion.
Incluye el reporte, con PER, en tu portafolios.

30. ¢Jonréon?

Un jugador batea una pelotaa 1 m del piso con una velocidad de 48 m/s con un angulo de
elevacion de 22° con respecto a la horizontal. Un viento de 80 km/h sopla en direccién
horizontal en la misma direccién del batazo pero en sentido contrario. La barda del jardin
tiene 6 m de dturay estaa 120 m del bateador.

¢Cuanto duralapelotaen € airey qué tan lgjos llega?
¢Cuando alcanzala pelota su alturaméximay cud es esta atura maxima?
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¢Dad bateador un cuadrangular (home run)? Explica.

31. Lugar es geométricos 3

Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de los puntos tales que:
Lasumade sus distancias alos puntos (-3,0) y (3,0) es de 10 unidades.
Ladiferencia de sus distancias alos puntos (-3,0) y (3,0) es de 2 unidades.
La suma de los cuadrados de sus distancias a los puntos (-3,0) y (3,0) es de 50 unidades.

Una recta contiene los puntos A(-5,5) y B(-1,1). Expresa analiticamente € hecho de que un
punto cualquiera P(x,y) esta sobre larectay deduce las ecuaciones paramétricas de dicha
recta.

El &rea del tridngulo cuyos vértices son P(x,y), A(5,4) y B(1,3) es 5 unidades cuadradas.
Determina la ecuacion del lugar geomeétrico descrito por € punto P.

Dos de los vértices de un triangulo son A(4,-1) y B(-3,-5). Determina las ecuaciones
paramétricas del lugar geométrico del tercer vértice C que se mueve en € plano de tal modo
gue la pendiente del lado AC es siempre € triple de la del lado BC.

32. Cinco puntos
Encuentra la ecuacion de la conica que contiene los puntos (0,-2), (0,4), (-3,0), (5,0) y (4,2)

eidentificala. Simplifica su ecuacion y calcula sus elementos utilizando rotaciones y
traslaciones.

33. Pétalos

Escribe las ecuaciones de las curvas siguientes y calcula las coordenadas de los extremos de
cadapétalo.
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34. Intersecciones

Las ecuaciones de las curvas son r =4 y r =6 sen(2q). Calcula sus intersecciones. Escribe
SUS ecuaciones paramétricas.
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: 6
Las ecuaciones de las curvas representadas son r=———— Yy r=————.
3- 2sen(qg) 1- sen(q)

Encuentra sus ecuaciones en coordenadas rectangulares y calcula sus intersecciones.

i

35. Cometa

Un cometa procedente del espacio profundo se acerca a Sol siguiendo una Orbita
parabdlica. Cuando estd a 100 millones de kilémetros del Sol, la linea que une a Sol y a
cometa, forma un éngulo de 60° con € ge de la pardbola. ¢A qué distancia del Sol se
acercara el cometa?

36. Lostirantes

Calculala suma de las longitudes de los tirantes del armazon arqueado de la figura
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37. El joven ecologista

Vitrubio, el joven ecologista, debe atravesar un lago circular, que tiene un kilémetro de
radio, para llegar a un punto diametramente opuesto. Puede cruzarlo de varias formas:
remando a 2 km/h o bordeandolo a pie a 4 km/h 0 una parte remando y otra parte
caminando. De qué manera tendra que cruzar el lago si su propésito es

a) ver e méximo de paisgje.
b) hacerlo de la forma mas rgpida.

38. El hogar efio Caronte

Caronte, en su barca, se encuentra a 2 km de distancia de un tramo recto de la costa. A |o
largo de la costa, a 5 km del punto més proximo a Caronte, se encuentra su casa. Caronte
puede remar a 3.6 km/ h'y caminar a6 km/h.

¢Cud es e tiempo minimo en que puede llegar a su casa?

I1. Problemas con guia
1. Dametus coordenadas

Establece un sistema de referencia (ges, origen y unidad).

a) Describe tu posicion con respecto a este sistema de referencia.

b) Describe la posicion de cinco de tus comparfieros con respecto a este sistema de
referencia.

c) Establece los valores minimos y maximos para describir la posicion de cualquiera de
tus comparieros.

d) Da algunas coordenadas e identifica al ocupante del punto.

€) ¢Cudles son los aspectos convencionales del sistema que escogiste?

Representa un plano cartesiano y en €l:

f) Identifica las rectas paralelas a cada ge que pasen por €l punto
i) (2,3)
i (-1,2)
iii) (0,0)
g) Describe los semiplanos que tienen por frontera las rectas anteriores.
h) Describe laregién del plano cuyos puntos (x,y) cumplen la desigualdad:
1) —1<x<2
i) 4<y<7
i) x<1
i) Expresa las desigualdades anteriores en términos de val ores absol utos.
J) Describe laregion del plano que satisface |as dos desigualdades —3<x<0 , -2<y<7

Representa un plano polar y en €:
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k) Locaiza los puntos del inciso f.
i) Calculalas coordenadas polares de estos puntos.
i) Identificalos circulos que pasan por cada uno de los puntos anteriores 'y su centro
es el polo u origen del sistema.
ili) Describe las regiones que tienen por frontera estos circulos.
I) Describe laregion del plano cuyos puntos (r,?) satisfacen la desigual dad:
i) 1<r<3
i) 30< ?7<60
i) r<4
m) Describe laregion del plano que satisface las dos cadenas de desigual dades 2<r<5,
30< <120

2. Lasrazonesdeun segmento

Considera un segmento del que se dan sus extremos.

a) Dividelo en dos, tres, etc. partes y localiza las coordenadas de los puntos de division,
nombralos y calcula las razones de todas las combinaciones posibles. Organiza tus
resultados en una tabla.

b) Analiza los resultados que obtuviste en el inciso a. Describe el significado de las
razones:

i) positivas, cero y negativas.
i) entre cero y uno.

1ii) mayores que uno.

iv) entre uno negativo y cero.
V) menores gue uno negativo.

¢) Formula algunas variantes del problema, cambiando los datos y € tipo de datos; por
giemplo, da un extremo del segmento y una razon para localizar €l otro extremo del

segmento.

d) Plantea y resuelve tres problemas en donde apliques los procedimientos que
encontraste.

e) Aplica e Modelo PER (Proposito, Estrategia, Resultado) a esta actividad de
aprendizaje.

3. Sin segundasintenciones

Desde la calle se quiere apoyar una escalera en una pared vertical de un edificio muy ato.
Entre & edificio y la calle hay una barda de 2.5 metros de altura paralela a edificio. La
distancia entre la barda y € edificio es de 3 metros. ¢Cuanto debe medir, por lo menos, la
escalera?
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En tu disco se incluye la construccion del modelo geométrico en un archivo de El
Gedmetra, € punto P representa € pie de la escalera. Puedes noverlo a lo largo de la recta
OR, que representalacale.

Si quieres construir el modelo geométrico sigue las instrucciones del recuadro:

Construye la recta horizontal j.
I dentifica un punto O sobrelarecta .
Construye una perpendicular aj por O.

Destaca O y con & menu Transformar, trasada O en direccion 0°,
magnitud 3 cm. LIamalo R. Sefiala R y con & menud Transformar, traslada
R en direccion 90° magnitud 2.5 cm. LIdmalo S.

I dentifica un punto P sobre larectaj, distintoa Oy R.

Construye un rayo con origen en P que pase por S. Construye la
interseccion del rayo PS con la recta perpendicular aj que levantaste por O.
Llama a esta interseccion Q. Oculta el rayo OSy construye el segmento PQ.

Cuestionario

a) ¢Coémo estan representados los elementos de la situacion que se describe en e
enunciado? ¢Qué escala se usd en e modelo geomeétrico?

b) Mide todos los elementos que consideres pertinentes para establecer una relacion Util
entre |o que sabes y o que necesitas averiguar. Con las mediciones que hiciste responde
la pregunta que se formula en e enunciado.

C) ¢A qué distancia del pie de la barda queda e pie de la escalera cuando lalongitud de ésta
es minima? ¢Qué angulo forma la escalera con respecto ala cale?
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d) Traza en P una recta que sea perpendicular a OR. Con centro en P construye un circulo
de radio PQ. Construye la interseccién de la perpendicular y € circulo, lldmala T. Mide
PT. ¢Qué representa esta medida en la situacion que se plantea en e enunciado?

€) Sefidla el punto T y en e mend Presentar escoge la opcion Trazar Punto para que deje un
rastro cuando se mueva. Ahora mueve e punto P sobre la recta OR. ¢Qué representa la
curva que describe T? ¢COmo se relaciona esta curva con la pregunta que se plantea en
el enunciado?

f) Sea mBQPQO =a . Sean RP=x, QP=y, OQ=z ¢Qué representan en la situacion que se
describe en el enunciado?

Ene DQPQ, ¢cuanto mide el coseno del angulo QPQ, es decir, el cosa ? Lalongitud

de la escalera, y, parece depender de dos variables, xy a . Pero s consideramos €l

DSPR, advertimos que ambas se pueden relacionar mediante una razon trigonomeétrica.
Con esta nueva relacion entre x y a podemos, con un poco de dgebra, lograr que y
dependa de una sola variable.

Escribe la relacion que encontraste.

Usa un graficador, por ejemplo Winplot, y localiza el punto que representa la respuestaala
pregunta que se plantea en e enunciado.

g) Formula algunas preguntas que saquen provecho del juego de relaciones que obtuviste y
verifica tus respuestas usando € modelo geométrico. Las preguntas pueden ser del tipo:

Una ventana en € tercer piso del edificio se encuentra a 10 metros de atura con
respecto a la acera, ¢qué longitud debe tener una escalera para acanzarla desde la
calle?, ¢a qué distancia se colocara el pie de |la escalera del pie de la barda?, ¢qué
angulo formara la escalera con respecto a la calle?

h) Ahora modifica los datos que se proporcionaron en el enunciado y establece un juego de
relaciones entre todas las variables que intervienen en la situacion que se describe en €
enunciado. Discute el papel que desempefian los datos y las incognitas en € problema
gue resolviste. Haz un diagrama que describa como usaste los datos y las relaciones
matematicas para avanzar de lo que sabes hacialo que ignorasy quieres averiguar.

Inventa dos problemas que reflgien 1o que aprendiste acerca de la situacion que se
planted en el enunciado. Describe detalladamente € propésito de cada problema 'y su
relacion con € modelo geométrico que utilices.

i) Aplicael Modelo PER (Proposito, Estrategia, Resultado) a esta actividad de aprendizaje.

4. El granjero

La casa de un granjero esta a 150 netros de un camino recto. Su buzdn estd sujeto a
granero, a 100 netros de la casa y a 90 metros del camino. Cada lunes deja la basura a la
orilla del camino y después pasa a recoger €l correo. ¢Qué punto del camino hace que su
recorrido sea € méas corto?

a) Representa el camino con una linea recta horizontal.
b) Describe la posicién de la casa como un lugar geométrico con respecto al camino.
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c) Describe la posicion del granero como un lugar geomeétrico con respecto a camino.
d) Describe la posicion del granero como un lugar geométrico con respecto ala casa.
€) ¢Cuaes son las posiciones posibles del granero si debe satisfacer ambas condiciones?

f) Construye un modelo geométrico de la situacidon del granjero con algun paguete de
geometria dindmicay Usalo para responder la pregunta que se plantea.

5. Una historia de dos ciudades

Dos ciudades necesitan un servicio adiciona de agua. Se decidié construir una planta
purificadora de agua junto a un rio cercano y canaizar €l agua desde la planta purificadora
hasta las ciudades. Cada ciudad pagara la instalacion de las tuberias que la unirdn a la
planta purificadora. Hay dos posibilidades:

i) La planta purificadora se ubica a la misma distancia de |as dos ciudades.

ii) La planta purificadora se ubica de tal manera que €l gasto sea minimo y las ciudades

comparten por partes iguales los gastos.
=
Flﬁ EErerh
Ciudad B

Ciudad A

¢Donde debe colocarse la planta purificadora en cada caso?
a) Construye un modelo geométrico con un paquete de geometria dinamica.
b) Describe la solucion como la conjuncién de lugares geométricos.

6. Mgor muerto que siervo

Perseguia un caballo vengativo Consiente € hombre, y e caballo airado
aun ciervo que le hizo leve ofensa; sale con su jinete ala camparia;
mas hallaba segura la defensa corre con direccion, sigue con mafia,
en su veloz carrera e fugitivo. y queda al fin del ofensor vengado.
El vengador, perdida su esperanza Muéstrase al bienhechor agradecido
de alcanzarlo, y lograr asi su intento, quiere marcharse libre de su peso:
a hombre le pidio su valimiento mas desde entonces mismo quedo preso,
paratomar del ofensor venganza. y eternamente al hombre sometido.
Félix M2 de Samaniego. Fabulas
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En estos cuatro cuartetos se describe la persecucion de un caballo a un ciervo.
Consideremos que la situacion ocurrio de la siguiente manera:

El caballo vengativo persigue a ciervo. En e momento de iniciar la persecucion, los
dos animales estaban separados por una distancia de 62 m. Tanto la velocidad del ciervo
como ladel caballo eran constantes e iguales a 15 m/s. Después de 6 segundos de galope, €l
caballo desesperanzado pide ayuda a hombre, pierde un segundo en hacerlo, pero a ser
conducido por é su velocidad se incrementa a 20 m/s. Continla persiguiendo al ciervo que
conserva su misma velocidad.

¢A qué distancia se encontraba €l caballo del ciervo tres segundos después de haberse
iniciado la persecucion? ¢Y alos seis segundos? ¢Y alos ocho?

Durante los primeros 6 segundos, ¢cud es la expresion algebraica que relaciona la
distancia, d, ala gue se encuentra el caballo del ciervo con e tiempo, t, que tiene de haberse
iniciado la persecucion? Entre los seis y siete segundos de persecucion, ¢cud es la
expresion algebraica que representa la distancia a la que se encuentra el caballo del ciervo
en funcion del tiempo? Después de |os siete segundos de persecucion, ¢cud es la expresion
algebraica de ladistancia ala que se encuentra el caballo del ciervo?

Sugerencia 1. Haz una tabla con los datos que obtengas de "congelar e movimiento" a
distintos segundos y describir las posiciones de los infelices animales. Para obtener los
datos de la tabla hiciste varias operaciones, escribelas nuevamente, dejandolas
indicadas, sin efectuarlas, observa su forma y trata de usar esta estructura para
responder las preguntas anteriores.

¢En que momento alcanza € caballo a ciervo? ¢Qué valores puede tomar t paralas
gue expresiones agebraicas tengan sentido?

Sugerencia 2 Escoge un sistema de coordenadas adecuado y representa gréficamente
los recorridos de ambas bestias.

¢Era motivada la desesperanza del caballo? De no haber pedido ayuda al hombre,
¢hubiera alcanzado a ciervo? Justifica tu respuesta.

Inventa un problema inspirado en & problema anterior en e que modifiques las
condiciones iniciaes, particularmente las relativas a las velocidades.

Aplicae Modelo PER (Propésito, Estrategia, Resultado).

7. iQueremos rock!

Los alumnos del dltimo semestre estan organizando un baile de bienvenida a los alumnos
de nuevo ingreso. Decidieron contratar a dos grupos de rock y las condiciones de pago que
imponen |os grupos son:

El primer grupo cobra 3 000 pesos més el 40% de o recaudado por |as entradas
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mientras que el segundo grupo cobra 6 450 pesos més € 10% de lo recaudado por las

entradas.

Pero no hay acuerdo entre los organizedores. se establece una ardua discusion entre
ellos porgue algunos piensan que e segundo grupo cobrara mas que el primero, otros
(partidarios del primer grupo) le piden que argumenten irrefutablemente su posicion (es
decir, usando mateméticas).

Los partidarios del primer grupo piensan que |o que deben hacer es manipular € precio
de las entradas de tal forma que € primer grupo gane mas que e segundo. ¢Cuanto es lo
menos que tienen que cobrar por persona para que eso se cumpla s estiman que habrd 500
personas que paguen su entrada?

Por otro lado, independientemente de quién gane mas que quién, también se enfrentan a
otra cuestion: deben poder pagarle a los dos grupos con € dinero que se recaude de las
entradas ¢Cuanto es lo menos que deben cobrar por persona para que con las entradas
alcancen a pagarle alos dos grupos? ¢Cud es el grupo que cobraria mas, finalmente?

8. Tienda de videos

La ganancia semanal, P de una tienda que renta videos puede aproximarse mediante la
formula P =1.5n- 200 en donde n es el nimero de videos rentados a la semana.
a) Traza una grafica de la ganancia en términos de las rentas de cintas desde 0 hasta
1000 cintas, inclusive.
b) Estima la ganancia semanal s se rentan 500 cintas.
c) Estima el nimero de cintas rentadas s 1a ganancia semanal es de $ 1000.00.

9. Club deTenis

El costo, C, por jugar tenis en e Club de Tenis Hacienda incluye una membresia anua de $2000
més $100 por hora, h, de tiempo de uso de cancha.

a) Escribe una ecuacion para el costo anual por jugar tenis en el Club de Tenis Hacienda
en términos de las horas jugadas.

b) Grafica la ecuacién desde 0 hasta 300 horas, inclusive.

c) Estima e costo por jugar 200 horas en un afio.

d) S e costo anual por jugar tenis fue de $ 1200, estima cuantas horas de tenis fueron
jugadas.

10. Esperanza de vida

Una tabla estandar empleada en seguros de vida indica la expectativa de vida E para un
hombre de edad A. Esto significa que a una edad A una persona puede esperar vivir E anos
mas. Unatabla particular da E = 20 cuando A =54y E = 14 cuando A=63. A partir de
estos datos determina una ecuacion lineal que exprese E en funcion de A.

Calcula:

a) La edad a que un hombre puede esperar vivir 28 afios mas.

b) E para un nifio recién nacido.

c) Laedad alaque E esigual acero

11. Movimiento lineal |
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En € instante t = 0 un cuerpo se agjadel punto A en linea recta a una velocidad constante
V; =40 m/s Dos segundos después, un segundo cuerpo se aeja del punto A siguiendo la

mismatrayectoria del primer cuerpo pero conuna velocidad constante de V, =80 m/s
a) Encuentra el sistema de ecuaciones lineal es que expresa estas condiciones.
b) Construye la gréfica del sistema obtenido en (@) y calcula, a partir de la gréfica, €
tiempo y la distancia en € instante en que el segundo cuerpo alcanza a primer
cuerpo.

12. Movimientolineal 11

En € instante t = 0 una particula que se mueve en linea recta a una velocidad constante Vi
pasa por € punto (-2, 0) y un segundo después observamos que pasa por €l punto (0, 1). En
el instante en que la primera particula pasa por (0, 1) se nota que una segunda particula pasa
por (1, -2), moviéndose sobre una recta que forma un angulo de 45° con €l ge X positivo.

Esta particula se esta dirigiendo hacia € primer cuadrante.

a)Calculalavelocidad V; de laprimera particula.

b) Encuentra la ecuacién lineal de la trayectoria que describe la primera particula.

c)Halala ecuacion lineal de latrayectoria que describe la segunda particula.

d)¢En qué punto del primer cuadrante se cortan las trayectorias?

€)Si las particulas chocan, calcula la velocidad V-, de la segunda particula.

13. El librero

Un vendedor de libros usados tiere en su tienda 90 libros de la Coleccion Austral y 80 de la
Alianza de Bolsillo. Decide hacer dos tipos de lotes: e lote de tipo A con 3 libros de
Austral y 1 de Alianza, que vendera a 160 pesos, y € detipo B con 1 libro de Austral y 2 de
Alianza, que vendera a 200 pesos.

¢Cuantos lotes de cada tipo debe hacer para maximizar su ganancia auando los haya
vendido todos?

14. ;Mision posible?

Algunas personas piensan que las mujeres atletas estan empezando a “alcanzar” a los
hombres en las competencias de pista en los Juegos Olimpicos. De hecho, investigadores de
la UCLA publicaron en 1992 datos que parecian indicar que dentro de 65 afios |os mejores
corredores hombres y mujeres podrian competir en igualdad de condiciones. Otros
investigadores no coinciden con esto. A continuacion estan los datos de la carrera de 200
metros con los tiempos ganadores en los Juegos Olimpicos de diferentes afios.

Ao tiempo en segundospara tiempo en segundos para

hombres muj eres
1948 21.1 24.4
1952 20.7 23.7
1956 20.6 23.4
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1960 20.5 24.0

1964 20.3 23.0

1968 19.83 22.5

1972 20.00 22.40
1976 20.23 22.37
1980 20.19 22.03
1984 19.80 21.81
1988 19.75 21.34
1992 19.73 21.72

(Advierte que la introduccion de mejores dispositivos de cronometraje significa

medidas mas precisas, a partir de 1968 para los hombresy de 1972 para las mujeres.)

a) Comienza tu investigacion acerca de la conjetura de la UCLA haciendo una gréfica
de estos datos. Para obtener el orden de precisién que necesitas debes utilizar papel
milimétrico. Trabgjarés solo en el primer cuadrante. En tu eje X coloca € afio de las
Olimpiadas desde 1948 hasta 2048, de cuatro en cuatro. En tu gje Y pon los nimeros
desde 15 hasta 25, que representa el tiempo en segundos; s utilizas papel
milimétrico toma cuatro cuadros para cada segundo. Utiliza cruces (X) para
representar los tiempos de los hombres y circulitos (O) para los de las mujeres. Esto
formara lo que llamamos una gréfica de dispersion. No es una linea o curva bien
definida.

b) Con una regla traza una recta que represente aproximadamente la pendiente y
direccion indicadas por las marcas de los hombres. Haz lo mismo con las marcas de
las mujeres. Escribe una o dos frases explicando por qué piensas que tu recta es una
buena representacién de la gréafica de dispersion.

c) Ahora encuentra la ecuacion de cada recta utilizando tu gréfica para estimar la
pendiente y la intersecciony (ordenada al origen) de cada una. Trata de ser lo mas
preciso posible, recordando sus unidades y usando los puntos en donde la recta cruza
intersecciones de la cuadricula. La pendiente estara en segundos por cada afio.

d) ¢Parece que las dos rectas se cruzan? ¢En qué afos se cruzan? Si resuelves las dos
ecuaciones algebraicamente, ¢obtienes la misma respuesta?

€) Usa una hoja de célculo para encontrar una regresion lineal de cada conjunto de datos
(mujeres, hombres). Algunas calculadoras cientificas también te permiten hacer este
problema en e modo de estadistica, marcando los puntos individuales que teclees y
encontrando una regresion lineal gque represente los datos. De cualquier manera que
lo hayas hecho, comprueba s las ecuaciones de la hoja de célculo o de la
calculadora coinciden con las tuyas.

f) Toma una decision con tu equipo acerca de s piensas que los tiempos de las mujeres
acanzaran a los de los hombres. Escribe dos o tres frases explicando por qué si o
por qué no crees que lo haran.

g) Investiga las marcas en otra competencia, que también se realice para hombres y
mujeres, analiza los datos y escribe tus conclusiones.

h) Aplicael Modelo PER (Propésito, Estrategia, Resultado).

15. Lostinos
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Dos tinacos del mismo volumen se vacian uniformemente, mediante llaves de diferente
tamafo, de tal manera que uno de ellos queda vacio en 5 horas en tanto que €l otro requiere
de 8 horas.

Volumen en litros

Tiempo en horas

a) ¢Cud eslagraficay laecuacion que corresponde a cada tinaco? Explica con palabras
lo que representa cada una de €llas.

b) ¢Cud esla pendiente de cada una? Explica el significado de la pendiente en términos
de la situacion.

c) ¢En qué instante tiene uno de los tinacos € doble del agua que € otro?

d) ¢A qué hora se deben comenzar a vaciar simultaneamente ambos tinacos para que a
las 7:00 PM uno de ellos tenga el doble de agua que € otro?

€) Considera ahora & agua gque ha salido del tinaco en lugar de la que queda. Traza las
gréficas, haz una comparacién con las anteriores y explica cdmo pueden ambos
pares de gréficas representar |a misma situacion.

€) ¢A qué hora se deben comenzar a vaciar simultaneamente ambos tinacos para que a
las 7:00 PM uno de ellos tenga € triple de agua que €l otro?
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f) ¢A qué hora se deben comenzar a vaciar simultaneamente ambos tinacos para que a
las 7:00 PM en uno de ellos haya n veces agua que en € otro? ¢Puede n tomar
cuaquier valor?

g Inventa, redacta y resuelve un problema que se pueda representar con € mismo
modelo matemético.

h) Aplica e modelo PER (Proposito, Estrategia, Resultado) con respecto al aprendizaje
gue lograste en esta actividad.

16. Jardineria

Maria compré un nuevo aspersor que cubre parte del total de un érea circular.
Considerando como origen €l centro del aspersor, éste lanza agua lo suficientemente lgjos
para alcanzar un punto ubicado en (12, 16), cuya unidad de longitud esta dada en metros.
a) Encuentra una ecuacion que represente 1os puntos mas lejanos a los que e aspersor
puede llegar.
b) El jardin de Maria mide 40 metros de ancho y 50 de largo. S Maria riega sus jardin
sin mover e aspersor, ¢qué porcentgje del jardin no se mojara directamente?

17. Ver para saber

¢Cuales son los valores de a paralos cuales el sistema de ecuaciones
x*-y?*=0
(x-af +y2=25

tiene 0, 1, 2, 34, 6 5 soluciones?

a) Traza las gréficas de las ecuaciones cuando aes 1, 3,5y 7.

b) Interpreta la pregunta en términos de las gréficas de | as ecuaciones.

c) Resuelve € problema e interpreta la solucion en términos graficos.

d) Inventa un problema similar pero que tenga a otras curvas como protagonistas.

e) Aplica e Modelo PER (Propdsito, Estrategia, Resultado) a esta actividad de
aprendizaje.

18. Esferainscrita en un cono circular recto

Se quiere envolver una esfera de radio R con una superficie conica de revolucion,
incluyendo la base del cono. Supdn que la atura del cono es la variable hy € radio de la
base eslavariabler.

a) Considera las secciones transversales del cono y la esfera como en la figura
Establece un sistema de coordenadas rectangulares de tal manera que € origen esté
en e centro de labase, € ge X contenga € diametro de labasey € ge Y esté sobre
el gedd cono.

b) Determinalas coordenadas del centro de la esfera.

c) Halla las ecuaciones de los lados inclinados del cono (observa que tales rectas,
cualquiera de ellas, genera a cono cuando gira en torno del ge Y. A dicha recta se
le llama generatriz)
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d) Ahora supon que € radio, r, de la base, es dado. ¢Cud es la dtura, h, del cono?
(sugerencia: La distancia del centro de la esfera a uno de los lados (generatriz) del
cono es R ¢por qué)

e) Silaaturadd cono, h, esdada, ¢cud debe ser € radio, r, de la base del cono?

AN

2r

19. Sismologia

Cada una de las tres estaciones en la red sismogréafica detecta un terremoto en su region.
Las lecturas del sismografo indican que € epicentro del terremoto se ubica a 50 kild metros
de laprimera estacion, 40 de lasegunday a 13 de latercera. Sobre un mapa en € que cada
cuadricula representa un kilometro cuadrado, la primera estacion se ubica en € origen, la
segundo, en (0, 30) y latercera (35, 18).

a) Escribe un sistema de ecuaciones de segundo grado que represente esta situacion, e
indica €l tipo de conica de cada una.

b) Trazalagréficade sistemay utilizala para aproximar la ubicacién del epicentro.

c) Resuelve algebraicamente el sistema de ecuaciones para determinar la ubicacién del
epicentro.

20. Campo petrolero

Un campo petrolero tiene 20 pozos y cada uno de ellos produce 200 barriles diarios. La
produccion diaria de petrdleo se reduce 5 barriles diarios por cada nuevo pozo que se
perfora.
a) ¢Cud es la produccion diaria de petroleo de este campo, cuando € nimero de pozos
es 20, 24, 28, 32, 36, 40?
b) ¢Aumenta o disminuye la produccién diaria de petréleo del campo petrolero por cada
nuevo pozo que es perforado?
c) S n denota € numero de nuevos pozos, halla una ecuacion que represente la
produccién diaria de cada pozo en funcién de n.
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d) S x denota € numero de pozos del campo petrolero, halla una ecuacion que
represente la produccion diaria de este campo petrolero en funcién de x.
€) ¢Cuantos nuevos pozos deberan perforarse para alcanzar la méxima produccion de
este campo petrolero?
f) S se continda explotando este campo petrolero perforando més pozos, ¢cuantos
pozos agotan la produccion del campo?

21. Sacale punta

Una compafiia que fabrica sacapuntas electronicos decide mostrar el comportamiento de
sus costos e ingresos en funcion del nimero de sacapuntas que produce en la gréfica

siguiente:
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a) ¢Cuales son los costos fijos por la fabricacion de sacapuntas?

b) Encuentra la ecuacién de costos por la produccion de sacapuntas.
¢) Encuentra la ecuacion de ingresos debidos a la venta de sacapuntas.

d) ¢Cuantos sacapuntas deben venderse para no perder ni ganar?

€) ¢Qué ganancia se obtiene al vender 170 sacapuntas?
f) Encuentra la ecuacion de la ganancia debido a la venta del sacapuntas. Graficala.

g) ¢Cuantos sacapuntas se deben vender para obtener la ganancia maxima?
h) Encuentra la ecuacion de la ganancia que se obtiene por cada peso invertido y

graficala
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22. Venta de calzado

Una compariia de cal zado tenis, acumul 6 en enero $27000.00 por la venta de cierto calzado.
Después de reducir el precio en $150.00, la fabrica produjo y vendio 30 pares de calzado
mas y obtuvo $33750.00 de la venta del mismo calzado & mes siguiente.
a) Escribe un sistema de ecuaciones de segundo grado para representar esta situacion.
Identifica el tipo de conica que representa cada ecuacion.
b) Encuentrael precio del calzado tenis durante cada mes.
c) Verifica graficamente la soluciongue obtuviste

23. Lo Recto delas Cénicas

Los griegos definieron las curvas conicas como las diferentes intersecciones que pueden
obtenerse a partir de un cono y un plano. Particularmente esta construccion s debe al
matematico griego Apolonio de Perga (~300 a de C). Otra de sus aficiones era la
astronomia, pero es un misterio si imaginé alguna vez que sus construcciones geométricas
también servirian dos mil afios después (con Newton) para describir el movimiento de los

planetas, problema cuyo estudio también le atrajo.

.-;;f_“_\

CIRCULO Y ELIPSE PARABOLA HIPEEB OLA
Figura 1 Figura 2 Figura 2

CURVAS CONICAS OBTENIDAS COMO SECCIONES
DEUN CONO

a) Las ecuaciones de las gréficas siguientes se describen debajo de cada una. Para
encontrar las ecuaciones de las conicas (circunferencia, parabola, elipse e hipérbola) se
utilizan los elementos geométricos de la gréfica, de ta forma que se establece una
relacion entre la ecuacion y la gréafica
i) ¢Cudles son los e ementos geométricos que caracterizan a la circunferencia?, ¢cuales

ala parébola?
il) Observa las ecuaciones y las gréficas de las curvas que se te proporcionan: ¢en qué
parte de la ecuacion estan |los elementos geométricos de la grafica?
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(x-af +(y- 4f =3°
x*- 8x+16+y -8y+16=9
X?+y®- 8x- 8y+23=0

(x+1?+(y- 2 =3
x> +2x+1+y - 4y+4=9
X* +y>+2x- 4y- 4=0
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(v- 3 =4(2)(x- 2) (x- 2 =4(- 1)(y +3)
y? - 6y+9=8x- 16 X - 4x+4=-4y- 12
x* - 8x- 8y+25=0 X - 4x+4y+16=0

b) Encuentra las ecuaciones generales de las siguientes curvas (tanto de las circunferencias
como de las pardbolas).
Una vez que hayas obtenido las ecuaciones, haz una tabla con dos columnas, en una
de ellas coloca las ecuaciones de las pardbolas y en la otra las de las circunferencias y
contesta:

i) ¢Qué diferencia encuentras entre las ecuaciones de las pardbolas y las de las
circunferencias? Anota las diferencias.

i) Escribe como podrias, por simple inspeccion, identificar la ecuacién de una
circunferencia; ¢y la de una parébola?
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c) ldentifica, por smple inspeccién, € tipo de gréfica que corresponde a cada
ecuacion. Esboza las gréficas.
i) x*=8(x-3
i) y*-2y-8x-7=0
i) x*+y*=4
iv) 25y - 4x*-100y- 36x+25=0
V) x*+y%-6x=0
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vi) (x+5)*+(y- 3)°- 4=0

vii) 5x+3y-15=0

viii)  x?-8y+16=0

iX) - 2x% +2y?+4x+4=0

X) X?+y?+5x+2y-1=0

xi) xy=0

Xii) 9x* + 9y? - 6x+36y+37=0

d) Encuentra la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en (4,1) y es tangente
alarecta: 3x- 4y-1=0.

€) Halla los puntos de interseccion de larecta 3x + 4y - 12 =0 y lapardbola y? = - 9x.

f) ¢Cull esel vaor de c s € vértice de la pardbola Y = X* - 8X+C estasobred ge
delas X ?

g) ¢Para qué valores del coeficiente k, larecta y=kx+2 cortaala pardbola y? =4x
en dos puntos? ¢Para qué valores es tangente a la pardbola? ¢Para cudles pasa por
fuera de esta pardbola?

h) Escribe un agoritmo que resuelva € problema ‘Dada la gréfica de una
circunferencia, escribe su ecuacion’.

i) Escribe un agoritmo que resuelva € problema ‘Dada la grafica de una parébola,
escribe su ecuacion’.

j) Aplica e Modelo PER (Propdsito, Estrategia, Resultado) a esta actividad de
aprendizaje.

24. Disefio de un puente

Se desea congtruir un puente para cruzar un rio de 50 metros de ancho. El arco del puente
debe ser semieliptico y tener tales dimensiones que pueda pasar por é un barco de 12.5
metros de ancho y 7.5 metros de alto.

a) Deduce una ecuacion para el arco
b) Calcula aproximadamente la altura del arco ala mitad del puente

25. Reflector eiptico

Laforma bésica de un reflector eliptico es un semielipsoide de alturah y didmetro d, como
se ve en la figura. Las ondas emitidas desde € foco, F, se reflgjardn en la superficie, y
llegaran al foco F'.

a) Expresalas distancias VF y VF enfuncion dehy d.

b) Se desea fabricar un reflector eliptico de 17 centimetros de modo que las ondas
emitidas desde F se reflgjan aun punto F' que estd a 32 centimetros de V. Calcula el
diametro del reflector y € lugar de F.
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26. Juego devideo

En un juego de video, un aeroplano vuela de izquierda a derecha a lo largo de la trayectoria

representada por 'y :1+1 , Y dispara proyectiles en direccién tangente a la trayectoria, a
X

blancos que estén alo largo del e x en las posicionesx =1, 2, 3,4y 5.
a) Determina la pendiente de la tangente a la trayectoria en € punto P(1, 2) y halala
ecuacion de la recta tangente.
b) ¢Daen algin blanco el proyectil que es disparado desde ese punto?
¢) Responde alos mismos incisos (a) y (b) cuando € avion estd en e punto Q(3/2, 5/3).

e
N

we
N
el

27. Conicas

De cierta cénica se sabe que los focos son los puntos (-3, 0) y (3, 0) y que la longitud de
cada lado recto es 9.

a) ¢Con estos datos puedes saber de qué conica se trata?

b) ¢Es posible determinar una elipse con estos datos? ¢cudl es su ecuacion?

c) ¢Es posible definir una hipérbola también? ¢cudl es su ecuacién?
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d) Traza la dlipse y la hipérbola en e mismo sistema de ges coordenados en caso de
gue se pueda definir tales conicas, y compara sus elementos, focos y vértices, de
cada una.

28. Trayectoria de un barco

Un barco parte de un punto A y se mueve en linea recta hasta un punto B. A partir de B
continda su recorrido de tal manera que en todo momento e angulo entre las visuales
(desde @ barco) con los puntos A y B es de 37°. El barco termina su vige cuando se
encuentra nuevamente en & punto A, habiendo recorrido en total una distancia de 9.65
kilometros.

a) ¢Cudl es la trayectoria del barco en su recorrido de regreso? (es decir desde B hacia

A)
b) ¢Cudl esladistanciaentre Ay B?

29. Lasotras conicas

Tras una visita de Edmund Halley en 1684, Newton regreso al estudio de su juventud del

movimiento planetario. Durante dos afios y medio establecid sus tres leyes de movimiento
que dieron origen a la ciencia moderna de la dindmica. Newton aplicO estas leyes al

movimiento orbital y a través de las leyes de Kepler derivd su ley de gravitacion universal.
Publico su teoria en su libro Philosophise Naturalis Principia Mathematica en 1687. Estos
estudios permitieron mostrar que las orbitas de los objetos alrededor de las fuentes
gravitacionales como €l sol o la tierra eran basicamente las secciones conicas conocidas
desde tiempos de los griegos. Estas leyes son las que se utilizan hoy en dia cuando una
sonda espacial es lanzada, cuando se han mandado naves a la Luna, Marte, Venusy los
planetas exteriores.

a) Yate diste cuenta de que las caracteristicas de la gréfica determinan la ecuacion vy,
en ciertas formas, las ecuaciones “retratan” a la gréfica. Ahora te corresponde
encontrar las formas de las ecuaciones de la elipse y de la hipérbola.

i) ¢Cudles son los el ementos geométricos que caracterizan aladipsey cudesala
hipérbola?

i) Observa las ecuaciones y las gréficas de las curvas gque se te proporcionan: ¢en
gué parte de la ecuacion estén los elementos geomeétricos de la grafica?
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b) Encuentra las ecuaciones generales de las siguientes curvas (tanto de las elipses
como de las hipérbolas).
Una vez que hayas obtenido las ecuaciones, haz una tabla con dos columnas, en una
de ellas coloca las ecuaciones de las elipses y en la otra las de las hipérbolas y
contesta:
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i) ¢Qué diferencia encuentras entre las ecuaciones de las eipses y las de las
hipérbolas? Anota las diferencias.

if) Escribe como podrias, por simple inspeccion, identificar la ecuacién de una
parébola, de una circunferencia, de una elipse y de una hipérbola
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c) ldentifica, por simple inspeccion, e tipo de gréafica a la que corresponde cada
ecuacion. Graficalas.

) (X+3)2 +(y' 5)2 =1
100 16
i) (x-2)°+(y-1)*=100
i) (x- 2)*- (y+2)*=40
iv) x*- y? +8x+4y+13=0
V) 4x?-9y®-16x- 18y-29=0
vi) 2x- 3y-4=0
vii) 2x*- 8x- y+8=0
viii) x?+4y?- 2x+32y+80=0
ix) x*- y*=0

d) Encuentra la ecuacion de la dipse cuyo centro esta en (0,-4) y sus vérticesen (0,8) y
(0,-8).

€) Encuentra €l centro, los focos y los vértices de |a €lipse cuya ecuacion es.

x?+9y® +6x- 18y+9=0.

f) Dada la hipérbola x?- y* =1, encuentralos valores de c en larecta y =cx+b quela
hacen intersecar sdlo en un punto ala hipérbola.

g) Escribe un algoritmo que resuelva €l problema ‘ Dada la grafica de una elipse escribe
Su ecuacion’.

h) Escribe un algoritmo que resuelva € problema ‘Dada la gréfica de una hipérbola
escribe su ecuacion’.

i) Aplica e Modelo PER (Propdsito, Estrategia, Resultado) a esta actividad de
aprendizaje.

30. Telescopio astronémico

‘Geometria Andlitica’ Libro parael Estudiante Hoja 86



Supdn que la ecuacion 31x? - 10+/3xy+ 21y? =144 representa la forma de un espejo
reflector en un telescopio.

a) Determina s € reflector en € telescopio es eliptico, parabdlico o hiperbdlico.

b) Mediante rotacion de ges, dibujala grafica de la ecuacion.

¢) Verificatu resultado utilizando una calculadora graficadora

d) Determina & angulo utilizado para girar € espejo.

31. Ecuacion general deuna conica

Dada una recta fija |, llamada directriz, y un punto fijo F, foco, no contenido en esa recta,
se llama cénica a lugar geométrico de un punto P que se mueve en € plano de | y F de tal
manera que larazon de su distanciade F asu distanciade | es siempre igua a una constante
e, llamada excentricidad.

Supdn que ladirectriz es el geyy su foco es F(p, 0)

a) Entonces, si P(x, y) es € punto que se mueve, deduce la ecuacion rectangular de la
conicay escribela en su forma general.

b) Considera el valor e=0. Demuestra que la conica se reduce a la ecuacion de una
circunferencia y halasu centro y radio.

C) Supon que e=1. Deduce que la ecuacién de la conica es una parabolay encuentra las
coordenadas del vértice e indica su orientacion.

d) Ahora considera que e<1, y demuestra que la ecuacion representa una elipse. Halla
sus semiges, mayor y menor, las coordenadas de su centro, veértices, y las
coordenadas del otro foco.

€) En @ caso de que e>1, demuestra que la cdnica es una hipérbola 'y encuentra sus
elementos. semigjes transverso y conjugado, coordenadas del centro y veértices asi
como las coordenadas del otro foco.

f) Considerala elipse b*x? +a’y? = a’b® y lahipérbola b*x® - a’y? = a’b*, cadauna
de excentricidad e, los focos (ae, 0) y (-ae, 0). Demuestra que las ecuaciones de sus

directricesson: x=2 y x=-2, paracadafoco.
e e

32. El piston

La figura representa una interpretacion simplificada del funcionamiento de un piston.
Mientras el piston ® dediza verticamente, la barra (S) se mueve de tal manera que
permanece horizontal en todo nomento. EI movimiento de la barra es producido por una
manivela (R) que se encuentra fija a volante (F) que gira en sentido positivo
convencional, a n revoluciones por segundo
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a) Describe la posicion del punto Q (en la base) ddl pistén en términos del angulo de
rotacion ? de la manivela

b) Describe la trayectoria de P (donde la manivela se conecta a ge) en términos del
angulo derotacion ? de la manivela.

c) Determina la distanciarecorrida por Py por Q.

d) Expresa los resultados anteriores en funcion del tiempo.

€) Determina lavelocidad de los puntos Py Q.

f) Aplica e Modelo PER (Proposito, Estrategia, Resultado) a esta actividad de
aprendizaje.

33. El micréfono

Una manera de describir la capacidad de un microfono para recoger sonidos desde
diferentes direcciones es examinar su patron polar. Un sistema de coordenadas polares se
establece con el micréfono en e origen. En este caso g se utiliza para localizar una fuente
de sonido que se mueve en un circulo horizontal alrededor del microfono, y r mide la
amplitud de la sefid que € micréfono detecta. La gréfica polar de r como funcion de q se
denomina patron polar del micr6fono. Considera un patrén polar del micréfono dado por la
ecuacion r =2.5+2.5cosq .

a) Construye unatablader y g, dando valores para g de 0°, 30°, 60°,....,330°.

b) Dibuja la gréfica que corresponde al patron polar del micréfono.

c) Describe qué te ensefia € patron polar acerca del micréfono.

d) ¢Cémo detectara el microfono los sonidos provenientes detras y delante de él?
34. Ecuacion polar de una cénica

Supdn que € foco, en caso de la parabola, o, uno de los focos en caso de elipse e hipérbola,
coincide con € polo aunadistancia p deladirectriz 1.
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a) S e ge polar pasa por € ge focal y la directriz esta a la izquierda del foco (polo).
A partir de la ecuacion general de conica, deduce la ecuacion polar de conica
r= P
1- ecosq

b) y s ladirectriz esta ala derecha del foco (polo), demuestra que la ecuacion polar de
laconicaes

r =% :
1+ecosq

c¢) De manera similar, s € ge foca coincide con € ge a 90° ta que la directriz sea
paraela al ge polar y a p unidades de él, demuestra que la ecuacion de la conica es
delaforma

p=_ P
1+esenq

debiéndose tomar € signo positivo o € negativo seguin que la directriz esté arriba o
abagjo del ge polar.

[11. Proyectos

1. Preguntay responde

Este proyecto es una actividad que combina la formulacion de preguntas, la
resolucion de problemas y la toma de decisiones, se trata de que hagas algo lo
suficientemente complicado como para considerarlo un andlisis de datos, en donde
formules las preguntas que vas a responder y € método de andlisis que vas a
utilizar. Debe proporcionar evidencias acerca de tus procesos de razonamientos,
matematico y estadistico, y de tu capacidad para construir e interpretar argumentos
bien estructurados y contribuir a que comprendas, y enfrentes, agunas
caracteristicas de los datos reales, como la incertidumbre y la variabilidad de la
informacion disponible sobre e mundo que te rodea, preparandote para que
participes efectivamente en una sociedad saturada de informacion, gque te exige
constantemente demostrar que eres capaz de producir y comunicar descripciones,
juicios, inferencias y opiniones razonados acerca de conjuntos muy diversos de
datos.

En este proyecto puedes formular dos tipos de preguntas: s los datos van a ser
generados por e equipo las preguntas pueden ser sobre cualquier tema, pero Si van a
usar datos generados por otras personas las preguntas tendran que estar relacionadas
con la educacion. Una forma de asegurar que e proyecto trata de cuestiones de
interés general, consiste en hacer un sondeo informal sobre los ‘grandes problemas
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del individuo, de la escuela, de la ciudad, del pais, del mundo, del universo. Sin
embargo, € tema del proyecto queda sujeto a la decisién dd equipo y a la
aprobacion del profesor.

El informe debera incluir las secciones:

1. Introduccion.

Formulacion de las preguntas alrededor de un problema significativo, con una
justificacion de por qué es significativo para el equipo.

Elaboracién de un plan.

Instrumentacién del plan.

Respuestas a las preguntas.

Evaluacion de las respuestas y sugerencias para resolver € problema vinculado
alas preguntas.

7. Conclusionesy nuevas preguntas

8. Cuestionario de Autoevaluacion del Modelo PER.

En la evaluaciéon de tu reporte de las actividades se consideraran los aspectos
siguientes:

N

o ukw

1. Uso apropiado del lenguagje y los simbolos mateméticos.

2. Construccion y presentacion apropiadas de tablas y gréficas.

3. Correccion de los célculos.

4. Eleccion y uso adecuados de tablas, graficasy sumarios estadisticos cuando se
recurre a fuentes de datos contenidas en otros estudios.

5. Descripciones razonadas e interpretaciones bien fundamentadas de los datos.

6. Obtencién de conclusiones adecuadas mediante argumentos explicitos.

Algunos aspectos que conviene tener en cuenta:

En los Benchmarks for Science Literacy (1993) se describen agunos tipos
especificos de razonamientos, matematico y estadistico, que conviene tener
presentes cuando se realiza un proyecto:

Razonamiento acerca de los datos. reconocer o categorizar los datos como
cuantitativos o cualitativos, discretos o continuos y saber cémo € tipo de datos
conduce a un tipo particular de tabla, gréfica o medida.

Razonamiento acerca de las representaciones de los datos: comprender la forma en
gue un diagrama representa los datos, comprender como leer e interpretar una
gréfica y saber como modificar una grafica para megjor representar un conjunto de
datos, ser capaces de ver més alla de los aspectos visibles para establ ecer relaciones
entre las caracteristicas pertinentes a las preguntas que se tienen que responder.
Razonamiento acerca de las medidas estadisticas: comprender qué dicen las medidas
de centro, dispersion y posicién acerca de un conjunto de datos, saber cud es mejor
usar en condiciones diferentes y como representan 0 no representan un conjunto de
datos, saber que usar los sumarios para las predicciones sera mas preciso para
muestras grandes que para muestras pequefias, saber que un buen sumario de los
datos incluye tanto una medida de centro como una de dispersion y que los sumarios
de centro y dispersion pueden ser Utiles para comparar conjuntos de datos.
Modelacion: En € disefio del proyecto hay que considerar una situacion como un
sistema con un conjunto de elementos (por gemplo, personas, maquinas), con
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ciertas propiedades, que interactlan entre si; es decir, que estdn sujetas a un
conjunto de relaciones que las vinculan. El estudio del sistema puede permitir
redisefiarlo adecuadamente, controlarlo, sacarle méximo provecho, disminuir
riesgos, etc. Asi, las respuestas a las preguntas que se formulen tendran
consecuencias en cuanto a permitir tomar mejor una decision, controlar algun
aspecto o predecir € curso de alguna caracteristica. Y se requerira de un modelo
matematico explicito -con las inevitables simplificaciones que toman en cuenta,
entre otros factores, nuestro interés, el conocimiento existerte acerca del sistema, la

posibilidad de obtencion de datos y la necesidad de obtener resultados en un tiempo
razonable.

La ciencia para todos

Escoge un libro de la coleccion ‘La ciencia para todos' y participa en € concurso
con €l tipo de trabajo que corresponda segun tu edad. Si el libro que escogiste no es
de matematicas, entonces, ademas del texto que entregues para concursar, redacta
un informe en el que destaques € uso que se hizo de las mateméticas en € libro.

Los libros de mateméticas publicados son:
75. La cara oculta de las esferas de Luis Montejano Peimbert
77. ¢En qué espacio vivimos? de Javier Bracho

163. Las matemdticas, pergjil de todas las salsas de Ricardo Berlanga, Carlos
Bosch y Juan José Rivaud

166. Algebra en todas partes de José Antonio de la Pefia

167. Entre el ordeny el caos. La complejidad de Moises Sametbant
168. La caprichosa forma de Globion de Algjandro Illanes Mgjia
177. Méthema: El arte del conocimiento de Fausto Ongay

LaMatematica, ¢se descubre o seinventa? (Filosofiay M atematica)
Lee los didogos Mendn y Taeteto de Platdon y extrae las partes que tratan
explicitamente de cuestiones matematicas.

Reelabora las partes e incluye las secciones que juzgues necesarias para la
comprension del fragmento y de los problemas matematicos y filosdficos que
plantea.

Tu trabgjo deberaincluir:
Un documento, impreso y en archivo digital, que comprende:
a) El objetivo de la actividad.
b) El plan de instrumentacion.
c) El guién de una representacion dialogada.
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d) El guién de la discusionposterior a la representaci on.
€) Las conclusiones.
Un video de la sesion en que se realizo la representacion.

4. El que no conoce a Dios, dondequiera se anda hincando

Escoge un articulo en un periodico, 0 revista, reciente que te interese
particularmente y que reporte los resultados de algin tipo de estudio de
investigacion o que informe de alguna decision tomada a partir de un estudio.
Aseglrate de que € articulo que escogiste proporcione suficiente informacion para
gue puedas responder las preguntas siguientes (que deberés usar como encabezados
de las secciones de tu reporte) o investiga en las fuentes que cita. Incluye una copia
del articulo.

Evaluacioén critica:

1. ¢Cud es el proposito del estudio de investigacion que se describe en €l
articulo?

¢Qué métodos se utilizaron para responder la pregunta de investigacion?

¢Qué preguntas le formularias a los investigadores para entender mejor
e estudio?

4. ¢Hay algin aspecto del estudio que podria hacer que cuestionaras las
conclusiones que se presentanen e articulo?

Por ggemplo, a partir de la nota periodistica siguiente, se puede plantear 1a pregunta
¢cudl fue @ argumento que sirvié a Profeco para sancionar a las compafias? Y

recurrir a otras fuentes que permitan entender el argumento que utilizé la Profeco
para sancionar a los productores.

Cuaquier noticia, de cualquier medio, puede servir como punto de partida pero hay
algunas publicaciones que dedican alguna seccion a los resultados de la
investigacion.

(Lanota se consultd en la siguiente direccion:

http://www.reforma.com/nacional/articul 0/008789/ )

Sanciona PROFECO productos fraudulentos

La Procuraduria sefial 6 que entre los productos se encuentra el famoso jabén
reductor 'Sluet 40, la solucion para las varices 'Goicochea’, y € enjuague
supuestamente para dejar de fumar 'Quit'

Por ANGELICA CHAVEZ/ Reforma/México
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Cd de México.-El Procurador Federal del Consumidor, Eduardo Almeida, anuncio
este miércoles que varios productos comercializados por la empresa QBC de
México, que se especiaiza en servicios de "telemercadeo”, han sido retirados del
mercado o bien se ha solicitado que su publicidad sea modificada, tras comprobarles
gue no producen los resultados que prometen.

Entre los productos retirados se encuentran dos de los jabones supuestamente
reductores "Siluet 40", la supuesta solucion para vérices "Goicoechea’, € enjuague
supuestamente para dgar de fumar "Quit", la goma de mascar "Sexgum',
supuestamente afrodisiaca y audiocasetes y discos motivacionades que se
anunciaban como "subliminales’.

Almeida inform6 que la empresa ya modificd los anuncios comerciaes de los
siguientes productos: faja térmica "Saunatronic 2000", regenerador capital "Cre-C";
y ligas gercitadoras "Flash 9".

Los comerciades que deberan ser modificados en las proximas semanas son las
capsulas de gel supuestamente contra la celulitis, "Cel-U-tin", y la barra "Fataché",
gue supuestamente sirve para bajar de peso.

La empresa QBC de México ha recibido hasta la fecha 17 multas por un total de
$128 mil pesos, debido a la publicidad engafiosa de estos productos.

(Parainvestigar més sobre la nota se puede consultar la direccion de internet:
http://www.profeco.gob.mx/menu.htm)

Ensefia 'y aprende (Proyecto Descartes)

Escoge un problema que te haya resultado particularmente provechoso desde el
punto de vista del aprendizaje logrado y conviértelo en una actividad del Proyecto
Descartes. Puedes consultar en e sitio del Proyecto € tutorial para aprender a
programar la escena Descartes (http://descartes.cnice.mecd.es/ ). El problema puede
ser de este curso o de alguno de los anteriores.

La cultura matematica

Escoge un tema que te interese relacionado con las mateméticas, que
puede ir desde ‘la demostraciéon en mateméticas, la invencion en
matematicas, ‘las matematicas, ¢se inventan o se descubren?, ‘ ¢como se
aprenden las mateméticas? hasta € estudio de agin problema
matematico, resuelto o no. Incluimos una nota periodistica del 25 de
mayo de 2000 que informa sobre un reto que te puede interesar.

(Se consultd en la siguiente direccion de internet:
http://www.ref orma.com/ciencia/nota/20000525/004410.htm)
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Hégase millonario con las matematicas

Instauran un premio para motivar a nuevas generaciones de matematicos

AP/Francia

Si laidea de sacar raices cuadradas y resolver problemas algebraicos nunca le hizo
muy feliz, considere esta posibilidad: varios de los principales mateméticos del
mundo ofrecen 7 millones de délares a quienes encuentren la solucion de algunas de
las ecuaciones mas dificiles que plantea esa disciplina.

Tras buscar en vano durante afios la solucion de siete problemas matematicos de
primera fila, una fundacion norteamericana presentd las ecuaciones al resto del
mundo, en un reto llamado "L os problemas del millon de délares'.

Los matematicos afirman que la eventual solucion ck tales problemas podria dar
como resultado avances insdlitos en las aplicaciones de la criptografia y la ciencia
aeroespacial, y abriria campos matematicos no imaginados siquiera hoy dia.

El Instituto Clay de Matematicas, que incluye a los matematicos mas preclaros del
mundo, anuncié € reto durante su reunion anual en Paris a mismo tiempo que lo
anunciaba en su pagina cibernética.

"Los dsiete problemas matematicos descuellan como los grandes problemas no
resueltos del siglo XX", dijo Andrew Wiles, profesor de mateméticas de Princeton
famoso por haber resuelto el llamado "ultimo teorema de Fermat" en 1995.

"Confiamos en que, con la proclamacion de los premios, incitaremos e inspiraremos
alas futuras generaciones de matematicos", dijo Wiles, de 45 afios.

El grupo ha puesto un precio de un millon de dolares a cada uno de los problemas.

Pocos cientificos confian, empero, que surjan pronto ganadores. "No hay limite de
tiempo", dijo Arthur Jaffe, un profesor de matematicas de Harvard que es presidente
del ingtituto Clay. El profesor declar6 que o més pronto que podrian conocerse los
ganadores seria dentro de cuatro afos.

Segun las reglas del concurso, las soluciones deben publicarse en una revista
especidizada en mateméticas y esperar durante dos afios la reaccion de la
comunidad matemética. Una vez lograda esta aceptacion, € ingtituto Clay
comenzara su propio proceso de revision para decidir si otorga €l premio.

Pero los matematicos observaron que unas pocas décadas, 0 incluso un siglo no es

demasiado cuando se trata de resolver los problemas mas dificiles que ofrece hoy
diala ciencia de los nimeros.
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Los siete enigmas que forman parte del reto del Instituto Clay son e problema de P
versus NP, la Conjetura de Hodge, la Conjetura de Poincaré, la Hipdtesis de
Riemann, la Brecha de existencia y masa de Yang-Mills, el Problema de existencia
y suavidad de Navier-Stokes, y la Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer.
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Ejercicios
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Ejercicios

I ntroduccion

En mateméticas es usua que se hable de gercicio y problema y de que en muchos
momentos se tomen como sindénimos. En esta Guia son cosas diferentes. En otra parte se
trat6 lo de problema, agui comentamos la idea que en esta Guia utilizamos para gjercicio.
Una caracteristicadel gercicio es que con € se pretende que adquieras solturaen el mangjo
de ciertos procedimientos o en el tratamiento de ciertas situaciones que son Utiles cuando te
enfrentes a problemas.

Cuando te enfrentas a un gercicio ya sabes lo que tienes qué hacer y hay que hacerlo.
Puede tratarse, por g emplo, de un algoritmo, como la aplicacion de laformula general para
resolver una ecuacion de segundo grado. Si ya dominas la aplicacion de este algoritmo,
cada vez gue te encuentres una ecuacion que tu reconoces de segundo grado, ya sabes que
puedes resolverla y lo harés. En cambio, s tienes dificultades para aplicar la formula
general, cada vez que necesites resolver una ecuacion de segundo grado tendrés un
problema.

También puede ser algo mas laborioso como la aplicacion del método de diferencias finitas
para la obtencion de la ecuacion de una funcion polinomial a partir del conocimiento de
ciertos valores que se conocen de la funcion.

Incluso puede tratarse de modelos algebraicos de problemas como la atura en funcién del
tiempo que adquiere un cuerpo que es lanzado de alguna forma.

Cuando se te pide hacer un gjercicio, es porque cuentas con la informacion necesaria para
ello. Usuamente consiste en una explicacion de los pasos que tienes que seguir y estos son
gjemplificados con un gjercicio resuelto, en el que se explican los pasos que se siguen. Esta
explicacion se puede realizar en el salon de clases (en este caso no solo debes anotar 1o que
se te presenta en € pizarron o algun otro medio, sino tomar las notas adicional es rnecesarias
para que no se te olviden detalles) o puede estar escrita en un libro. No debes preocuparte
solo por reconocer |0s pasos que tienes que seguir para resolver € gercicio, sino también
busca entender € porqué de estos pasos. De esta forma estas en condiciones de darte cuenta
s puedes aplicar algunos de los pasos del gercicio en una situacion parecida a gercicio
gue ya sabes resolver.

Hay algo mas. Dominas por completo un gercicio cuando eres capaz de resolverlo sin
consultar tus apuntes o la informacion que tienes del mismo. Por gemplo, sabes resolver
una ecuacion de segundo grado por la férmula general cuando, sin necesidad de consultar
en tus apuntes, aplicas la formula general. Desde luego, para esto es necesario que tengas
aprendida la férmula de memoria. Pero la memorizacion se logra a aplicar varias veces la
formula en ecuaciones de segundo grado.

En cambio, dominas a secas un gjercicio cuando puedes resolverlo consultando parte de la
informacion de la que dispones (usual mente algunas férmulas).

S necesitas preguntar algo a un compaiiero 0 un profesor para resolver un gercicio,
entonces todavia no dominas el gjercicio y te hace falta més practica.
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Lo ideal es que domines por completo los gercicios; de esta manera dispondrés de méas
tiempo para dedicarte atrabajar en |0s aspectos nuevos o desconocidos del problema a que
te enfrentes.

En esta Guia se te sefialan gercicios para que los trabagjes y en donde puedes obtener la
informacion que necesitas. En algunos casos los gercicios sefialados son suficientes para
gue llegues a dominarlos, pero en otros no y tu debes buscar o crear otros gjercicios para
gue sigas practicando. Hacerlo es parte de tu responsabilidad como estudiante.

Por cierto, ti mismo eres capaz de crear gjercicios cuando resuelves un problemay luego
detallas los pasos que deben seguirse para resolver la situacion del problema. Es decir,
cuando elaboras una informacion similar a la que tu consultaste para resolver los gjercicios
propuestos.

Aqui hay algo més sobre las caracteristicas de un gercicio:
¢Quéesun gercicio?

Un gercicio estd fuertemente relacionado con un agoritmo o rutina, no necesariamente
sencillos. Los mas compl g os pueden requerir la combinacion de varios procedimientos con
destrezas especificas. En un gjercicio puede requerirse una articulacion de registros de
representacion, pero esta articulacion suele estar ya incluida en el agoritmo, en la rutina o
en el esquema. La administracion de los conocimientos y procedimientos no es compleja,
se reduce a organizar las [lamadas a una serie de procedimientos ya hechos, generalmente
hace poco tiempo. No busca una reconceptualizacién de los conocimientos sino la
frecuentacion de una via ya abierta, la adquisicion de una destreza. Su esquema metafOrico
es la suma no la integracion. Puede ser laborioso, raramente dificil.

‘Geometria Andlitica’ Libro parael Estudiante Hoja 98



Tareasdeloslibros

Unidad 1

Sistemas de coor denadas, lugar es geométricosy e€jercicios de gr aficacion
Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby

Lee haciendo las paginas 1 a 36.

Resuelve los gercicios complementarios pares del 1-22 al 1-32, pp. 17y 18.
Resuelve los g ercicios complementarios del 2-17 a 2-23, p. 37.

Lee haciendo las paginas 38 a 58.

Resuelve los gercicios complementarios impares del 3-19 al 3-34, p. 59.

Unidad 2

Lalinearecta

Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby

Lee haciendo las paginas 64 a 78.

Resuelve | os gercicios complementarios pares del 4-12 al 4-33, pp. 78y 79.
Lee haciendo las paginas 81 a 94.

Resuelve los g ercicios complementarios impares del 5-9 a 5-18, pp. 93y 94.

Unidad 3

Lacircunferencia

Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby

Lee haciendo las paginas 95 a 106.

Resuelve los g ercicios complementarios pares del 6-11 al 6-16, p. 106.

Lee haciendo las paginas 111 a 127.

Resuelve los gercicios complementarios impares del 7-15 a 7-21, pp. 127 y 128.

Unidad 4

Secciones conicas

Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby

Lee haciendo las péginas 111 a 127.

Resuelve los gercicios complementarios pares del 7-22 a 7-28, pp. 127 y 128.
Lee haciendo las paginas 130 a 140.

Resuelve |os gercicios complementarios del 8-6 al 8-7, p. 140.

Unidad 5

Ecuaciones cartesianas de las conicas

Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby

Lee haciendo las paginas 158 a 172.

Resuelve los gercicios complementarios del 10-12 d 10-15, p. 173.
Lee haciendo las paginas 144 a 156.

Resuelve | os gercicios complementarios pares del 9-12 al 9-22, p. 157.

Unidad 6

L a ecuacion general de segundo grado
Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby

‘Geometria Andlitica’ Libro parael Estudiante Hoja 99



Lee haciendo las paginas 192 a 204.

Resuelve los gercicios complementarios del 12-12 a 12-15, p. 204.

Lee haciendo las paginas 192 a 204.

Resuelve los gercicios complementarios del 12-16 d 12-21, pp. 204 y 205.

Unidad 7

Trayectorias curvilineasy ecuaciones paramétricas

Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby

Lee haciendo las paginas 175 a 187.

Resuelve |los gercicios complementarios del 11-12 & 11-15, pp. 187 y 188.
Lee haciendo las paginas 175 a 187.

Resuelve los gercicios complementarios del 11-16 d 11-19, p. 188.

Unidad 8

Coordenadasy ecuaciones polares

Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby
Resuelve € Examen 4 delap. 206.

Teoriay Préctica de Geometria Analitica de Peter H. Selby
Resuelve e Examen de mitad de periodo de las pp. 141y 142.
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Ejercicios Complementarios

Unidad 1

Sistemas de coor denadas, lugar es geométricosy ejercicios de graficacion

1.

10.

11.

12.

13.

El cuadrado ABCD se encuentra sobre los g/es coordenados de tal manera que €l
lado AB estasobre el gex, y €l ey biseca AB. ¢Cudes son las coordenadas de A,
CyDs AB=6?

El cuadrado ABCD se coloca sobre los ges coordenados de tal manera que € ge y
bisscaABy CD, y d gex bhisecaBCy AD. Asigna coordenadasa A, B, Cy D.

Demuestra que los puntos (0, 0), (3, 1), (1, -1) y (2, 2) son los vértices de un
paralelogramo.

Halla las coordenadas de un punto en € ge X, que sea equidistante de (0, 4) y (-3, -
3).

Halla las coordenadas de dos puntos cuyas distancias a (2, 3) son 4, y cuyas
ordenadas son iguales a 5.

Una circunferencia de radio 5 y tangente a ge x se dibuja pasando por e punto
A(1, -2). Determina las coordenadas del centro C de dicha circunferencia.

Determina (prueba analiticamente) si cada punto de los que siguen esta dentro, en, o
fuera de la circunferencia cuyo centro estd en (-2, 3) y tieneradio 5. (1, 7), (-3, 8),
(2,0),(-57,(-57,(0,-2),(-5,-1), (-6,6) y (4, 2).

Mediante € método de coordenadas demuestra la siguiente afirmacion “Las
diagonales de un rectangulo son iguales’.

Dados los puntos vértices A(1, -3), B(3, -5) y C(-5, 7) de un triangulo. Halla los
puntos medios de sus lados.

Halla los puntos de cuatriseccion del segmento que une los puntos (1, 2) y (7, 5).

Los extremos de un segmento son A(2, 4) y B(8, -4). Halla el punto P(x, y) que
divide este segmento en dos partes tales que BP/PA = - 2.

Los puntos M(2, -1), N(-1, 4) y P(-2, 2) son los puntos medios de los lados de un
triangulo. Halla sus vértices.

Los vértices de un triangulo son (2, -1), (-4, 7), (8, 0). Halla, para cada una de las

medianas, e punto de triseccion mas cercano a punto medio del lado
correspondiente. Demuestra que este punto es e mismo para cada una de las
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medianas y, por tanto, que las medianas concurren en un punto. Este punto se llama
baricentro del triangulo.

14. En € triangulo cuyos vértices son (X, ¥1), (X2, Y2), (X3, Y3), demuestra que
las coordenadas del baricentro son

89<1+X2+X3 Y1+Y2+Y30

e 3 3 2
Utiliza este resultado para comprobar €l gercicio 13.

15. Halla el &eade poligono (-3, 7), (6, 5), (2, 12), (-2, 0).

16. Sabiendo que e &rea del cuadrildtero es de 25.5 unidades de superficie, halla el
valor de y en uno de sus vértices: (-1, 3), (0,y), (- 3,- 4 y (- 5, 1).(dos soluciones)

17. Hallala pendiente y & angulo de inclinacion de la recta que pasa por los puntos (- 5,
18. Grafica la recta, en la forma més simple, que pasa por € punto (7, 1) y que tiene

pendiente m=- é

19. Aplicando el concepto de pendiente averigua s 10s siguientes puntos son colineales
(a'l 0)1 (Za! - b) y (- a, 2b)

20. Calcula € valor de x para e cua la recta que pasa por (X, 2) y (1, 0) es paradelaa
una cuya pendiente es 2.

21. En referencia a problema 20 encuentra el valor de x para que la recta que pase por
€30S puntos sea perpendicular a una cuya pendiente sea—2.

22. Demuestra analiticamente que las diagonaes de un rombo se intersecan formando
angulo recto.

23. Halla los angulos interiores del triangulo cuyos vértices son (-3, 2), (- 4, - 2) y (3,
3).

24. Determina la pendiente de larecta Ly, si € angulo entre Ly y L, esde 135°, y la
pendiente de L, es—3.

25. Construye las gréficas de las siguientes ecuaciones

a x2+y% =4 b) 4x*>+9y? =36 )9x° +4y? =36
d) x2-y2:4 €) y2-x2=4 €) xy- 2y- 3=0
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En los gercicios 26 a 30, halla la ecuacion del lugar geométrico para cada una de
|as siguientes condiciones:

26. Un punto se mueve de tal manera que el cuadrado de su distanciaa punto (2, -1) es
siempreigua asu distanciadel gey.

27.Un punto se mueve de ta manera que la diferencia de los cuadrados de sus
distancias alos dos puntos A(1, - 3) y B(3, 0) essiempreigual a 12. (Dos casos).

28. Un punto se mueve de tal manera que su distanciaal punto A(-1, 1) es siempre igual
asu distanciadel ey aumentada en 2.

29. Dados los puntos A(1, -1), B(1, 5) y 01, 1). Un punto P(Xx, y) se mueve de td
manera que el producto de las pendientesde PA y PB seigual ala pendiente de PC.

30. Dados los puntos A(-1, 4) y B(4, 2). Un punto P(x, y) se mueve de tal manera que la
pendiente de PA sea €l reciproco, con signo contrario, de la pendiente de PB.

Unidad 2
Lalinearecta
1. Hallala ecuacidn de larecta que pase
a) por (-6, 7) y cuyapendientesea 2/3, b) por (3,-1)y (7,6),¢) (-3,3) y (-3,
-2)’ d) (-2! 1) y (51 l)

1. Los vértices de un cuadrilatero son A(-1, 1), B(1, 5), C(5, 8), D(7, 1). Hala las
ecuaciones de sus lados.

2. Unarectade pendiente—3 pasa por €l punto A(-3, 6). Halla su ecuacion en laforma
simétrica.

3. Unarectapasa por el punto A(5, 6) y es paralela (perpendicular) alarecta que pasa
por C(- 4, 0) y D(1, - 6). Halla su ecuacion.

4. Hallalas ecuaciones de las medianas y |as coordenadas de su punto de interseccién
en € triangulo A(O, -1), B(6, 5) y C(8, - 5).

5. Para e mismo triangulo referido del gercicio 4 encuentra las ecuaciones de las
mediatrices de los lados y las coordenadas de su punto de interseccién. Este punto
se Ilama circuncentro.

6. Parael mismo triangulo del gercicio 4 halla las ecuaciones de las alturas y su punto
de interseccion. Este punto se llama ortocentro.
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7. En € tridngulo del gercicio 4 hala las coordenadas del pie de la atura
correspondiente a lado AC. A partir de estas coordenadas encuentra la longitud de
ladturay luego el éreadd triangulo.

8. Determina los vértices del triangulo cuyos lados satisfacen a  x- 5y +14=0,
4x- y-1=0y 3x+4y+4=0.

9. Determinael centroy el radio de la circunferencia que pasa por los puntos (0, 1), (3,
-8)y(-4,-1).

10. Determinalos interceptos con los ges coordenados de larecta 2x- 3y-12=0.

11. Determina cudles de los siguientes puntos (3,1), (2,3), (6,3), (-3,-3), (3,-1), (-2,1)
estan situados en larecta 2x - 3y- 3=0 y cudesno lo estan.

12. Halad vaor de K paraque larecta (K+2)x + (K —2)y — 10 = 0 sea paralelaala
recta x +2y+2=0.

13. Determina e valor de K para que la recta K + (2K — 2y + 2 = 0 sea
perpendicular alarecta x —2y +5=0.

14. Halaladistancia delarecta ax- by = 2a® d punto (3a, - b).

15. Halla la ecuacion de la recta paralela a larecta 5 + 12y —5=0y que dista 4
unidades de ella (dos soluciones).

16. Dadas las ecuaciones de dos lados de un  paraéeogramo
8x+3y+1=0, 2x+y-1=0, y la ecuacion de una de sus diagonaes
3x +2y +3 =0, determina las coordenadas de |os vértices de este paralelogramo.

17. Loslados de un triangulo estan en las rectas
X+5y-7=0, 3x- 2y- 4=0, 7x+y+19=0. Caculasu area.

18. El area de un triangulo es S = 8 unidades cuadradas,; dos de sus vértices son los
puntos A(1,-2), B(2,3) y € tercer vértice C estd en la recta 2x+y- 2=0.

Determina las coordenadas del vértice C.

19. El &eade un triangulo es S = 1.5 unidades cuadradas; dos de sus vértices son los
puntos A(2,-3) y B(3,-2) y € centro de gravedad (baricentro) de este triangulo esta
enlarecta 3x- y- 8=0. Determinalas coordenadas del tercer vértice C.

20. Dadas las ecuaciones de dos lados de un rectangulo

2x-3y+5=0; 3x+2y- 7=0 y uno de sus vértices A(2,-3), hala las ecuaciones
de los otros dos lados de este rectangulo.
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21. Dadas las ecuaciones de dos de lados de un rectdngulo x- 2y =0, x- 2y+15=0

y la ecuacidon de una de sus diagonales 7x+y- 15=0, hala los vértices del
rectangulo.

22. Hdla en la recta 2x- y-5=0 un punto P de manera que la suma de sus
distancias alos puntos A(-7, 1), B(-5, 5) sea minima.

23. Dadalarecta 2x+3y+4=0, halalaecuacion de la recta que pasa por € punto
(2,1) y forma un angulo de 45° con la recta dada.

24. El punto A(-4,5) es un vértice del cuadrado cuya diagona estd en la recta
7x- y+8=0. Hallalas ecuaciones de los lados y de la segunda diagona de este

cuadrado.

25. Dados dos vértices opuestos de un cuadrado A(-1,3) y C(6,2), hala las ecuaciones
de sus lados.

26. El punto E(1,-1) es e centro de un cuadrado, uno de cuyos lados esta en larecta
x- 2y +12 =0. Halalas ecuaciones de las rectas en las que estan los otros lados de
este cuadrado.

27. Dadas las ecuaciones de los lados de un tridngulo
3X+4y-1=0,x- 7y-17=0,7x+y+31=0, demuestra que este triangulo es
isosceles. Resuelve este problema comparando |os angulos de este tridngul o.

28. Demuestra que la ecuacion de la recta que pasa por €l punto P(xl, yl) y esparaela
alarecta Ax+By+C =0, puede escribirse en laforma siguiente:

Alx- %) +B(y- y1)=0.

29. Hallalaecuacion de larecta que pasa por € punto (2, -3) y es paralelaalarecta
16x- 24y - 7 =0 (indicacion: usa €l resultado del gercicio anterior).

30. Demuestra que la condicion de perpendicularidad de |as rectas
Ax+By+Cp =0, Apx+Byy+Cp =0
puede escribirse de la manera siguiente:
Ag_AZ + B]_Bz =0.

31. Determina qué pares de rectas son perpendiculares:
a)3X' +5 0 b) 3X - 4y+1 0

x+3y-1 0, 4x- 3y+7=0,
6X - 15y +7 s ) 9x-12y+5=0,
©) 10x+4y- 3 )8x+6y 13=0,
7X- 2y+1= O £y 2X- 1y +3 O
® ax+6y+17=0, N +2y5
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32. Dados dos vértices de un triangulo A(-10, 2) y B(6, 4), cuyas aturas se cortanen el
punto Q(5, 2), determina las coordenadas del tercer vértice C.

33. Hallalas ecuaciones de los lados del triangulo ABC, si se dan uno de sus vértices
(1, 3) y las ecuaciones de dos medianas x- 2y +1=0; y-1=0.

34. Hallalas ecuaciones de los lados de un triangulo, si se dan uno de sus vértices B(-4,
-5) y lasecuaciones de dos alturas 5x+3y- 4=0 y 3x+8y+13=0.

35. Halla las ecuaciones de los lados de un triangulo, conociendo uno de los vértices
A(4, -1) y las ecuaciones de dos bisectrices x-1=0 y x-y-1=0.

36. Hallalaecuacion de larecta que pasa por € origen de coordenadas, sabiendo que la
longitud de su segmento comprendido entre las rectas

2x- y+5=0, 2x- y+10=0, esigua a /10.

37. Halla la ecuacion de la recta que pasa por € punto C(-5, 4), sabiendo que la
longitud de su segmento entre lasrectas x +2y+1=0, x+2y-1=0, esigua ab5.

38. Determinaparaquévaor de a larecta
(a+2)x+(a2 - oy+3a2- 8a+5=0

a) es paraelaal ge de abscisas,

b) es paralelaa e de ordenadas;

C) pasa por €l origen de coordenadas.

En cada caso escribe la ecuacion de la recta

39. Determina para qué valores de my n larecta
(m+ 2n - 3)x + (2m- n +1)y+ 6m+9 =0 esparalelaal ge de abscisas e intercepta
en € ge de ordenadas un segmento igual a—3 (partiendo del origen de
coordenadas). Escribe la ecuacion de esta recta.

40. Demuestra que, en los casos siguientes, sonparalelas las dos rectas dadas:
a) 3x+5y-4=0, 6x+10y+7=0,
b) 2x- 4y+3=0, x- 2y =0,
c) 2x-1=0, x+3=0,
d) y+3=0, 5y- 7=0.

41. Demuestra que, en los casos siguientes, coinciden las dos rectas dadas:
a) 3x+5y-4=0, 6x+10y- 8=0,

b) x- 2y =0, 4/2x- 2y=0,
0) 3x-1=0, 3x- 4/3=0,

42. Determinaparaqué valoresde ay b las dos rectas
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ax- 2y-1=0, 6x- 4y-b=0
a) tienen un punto en comun,
b) son paralelas,
C) coinciden.

43. Determina para qué valores de my n las dos rectas
mx+8y+n=0, 2x+my-1=0
a) son paralelas,
b) coinciden,
C) son perpendiculares.

44, Calcula € éarea del tridngulo que forma la recta 3x- 4y-12=0 con los ges
coordenados.

45. Hallala ecuacion de la recta que pasa por € punto (5, -5) e intercepta con los ges
coordenados un triangulo de areaigua a 50 unidades cuadradas.

46. El punto A(2, -5) es un vértice de un cuadrado, uno de cuyos lados esta en la recta
Xx- 2y - 7=0. Cacula€d éreade este cuadrado.

47. Dadas las ecuaciones de dos lados de un rectangulo
3x-2y- 5=0, 2x+3y+7=0 y uno de susvértices A(-2, 1), calculael areade

este rectangulo.

48. Cdculaladistanciad entre las rectas paraelas

3x- 4y-10=0, 1 5%- 12y+26=0,
dex- 8y+5=0" P B 1%y-13=0,
4x- 3y+15=0, o 24x- 10y +39=0,
©) 8- 6y +25=0, D Tox- by~ 2620,

49. Dos lados de un cuadrado estan en lasrectas 5x- 12y - 65=0, 5x- 12y +26=0.
Calculasu area.

50. Halla las ecuaciones de las rectas pardelas a larecta 3x- 4y-10=0, que se
encuentran a 3 unidades de distanciade ella.

51. Dados dos vértices adyacentes de un cuadrado A(2, 0) y B(-1, 4), halla las
ecuaciones de sus lados.

52. El punto A(5, -1) es un vértice de un cuadrado, uno de cuyos lados esta en larecta
4x- 3y- 7=0. Halla las ecuaciones de las rectas en las que estan los otros lados

de este cuadrado.

53. Hallalaecuacion de la bisectriz del angulo agudo formado por las dos rectas
3X+4y-5=0, 5x- 12y +3=0.
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54. Hallala ecuacion de la bisectriz del angulo obtuso formado por las dos rectas
x-3y+5=0, 3x- y+15=0.

Unidad 3

La Circunferencia

1. Elpunto C(3,- 1) esd centro de una circunferencia que intercepta en la recta
2x- 5y+18=0
una cuerda, cuyalongitud esigua a 6. Hallala ecuacion de esta circunferencia.

2. Escribe las ecuaciones de |as circunferencias de radio R=+/15 , gue son tangentes
alarectax- 2y-1=0 en€ punto M,(37)

3. Hallalaecuacion de la circunferencia que, teniendo el centro en larecta
2x+y=0,
es tangente a las rectas
4x- 3y+10=0; 4x- 3y- 30=0

4. Hadla las ecuaciones de las circunferencias que son tangentes a dos rectas
concurrentes:

7X-y-5=0; x+y+13=0y, unadeédllas, ene punto M,(12).

5. Hallalas ecuaciones de |as circunferencias que teniendo sus centros en la recta
4x - 5y - 3=0,
son tangentes a las rectas
2x-3y-10=0; 3x- 2y+5=0

6. Hallalas ecuaciones de |as circunferencias que son tangentes a las tres rectas.
3X+4y- 35=0; 3x- 4y- 35=0; x-1=0

7. ¢Qué ecuaciones de las expuestas a continuacion determinan una circunferencia?
Hallael centro C y d radio Rde cada una de ellas:

D(x-5)° +(y+2)* =25 6)X2 +y? - 2x+4y+14=0;
2)(x+2)* +y* =64 7)X* +y> +4x- 2y +5=0;
J(x- 5)* +(y+2)?*=0; gx* +y*+x=0;
4x* +(y- 5)*=5 9)x? +y® +6x- 4y +14=0,
5)X* +y?- 2x+4y- 20=0 10)x* +y* +y =0

8. Averigua que lineas determinan las siguientes ecuaciones.
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Dy =+/9- %; 6)y =15- +/64- X’;
2)y=-25- x*; )x=-2-+9-y*
Yx=-4- ¥, x=-2+9- y’;
A)x = +16- y?; 9y =-3- 21- 4x- ¥%;
5)y=15++/64- x; 10)y = - 5+1/40- 6y- y*;

9. Hallalaecuacion dd diametro de la circunferencia
x>+ y?+4x- 6y-17=0
gue es perpendicular alarecta
5x+2y-13=0

10. Halla la distancia minima del punto a la circunferencia en cada uno de los casos
siguientes:

a)A6,-8); x*+y*=9
b)B(3,9); x*+y’ - 26x+30y+313=0
C)C(-7,2); x*+y?-10x- 14y- 151=0

11. Determina para qué valores del coeficiente angular K larecta y = kX

a) cortaalacircunferencia x* + y* - 10x+16=0;

b) estangente a esta circunferencia;
¢) pasafuera de esta circunferencia.

12. Hallala ecuacion del diametro de la circunferencia
(x- 2> +(y+1)>=16
gue pasa por la mitad de la cuerda que intercepta en larecta
X-2y-3=0

13. Hallala ecuacion de la cuerda de la circunferencia
(x- 32 +(y- 72 =169
gue se divide por lamitad en e punto M (8.5,3.5)
14. Determinalalongitud de la cuerda de la circunferencia

(x- 2> +(y- 4?=10
gue se divide por lamitad en e punto A(1,2)

15. Determinalalongitud de la cuerda comin alas dos circunferencias:
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x> +y?- 10x- 10y +1=0
X* +y*+6x+2y- 40=0
16. El centro de una circunferencia esta en larecta
X+y=0

Halla la ecuacion de esta circunferencia, s se sabe que pasa por € punto de
interseccion de las dos circunferencias:

(x- 1)? +(y+5)* =50, (x+1)*+(y+1)*=10
17. Desde & punto A(1, 6) se han trazado tangentes a la circunferencia
X° +y*+2x-19=0

Halla sus ecuaciones.

18. Desde € punto A(4, 2) se han trazado tangentes a la circunferencia
x* +y* =10

Determina &l angulo formado por estas tangentes

19. Desde e punto C(6, -8) se han trazado tangentes a la circunferencia
X*+y*=25
Cdculaladistancia d del punto C ala cuerda que une los puntos de contacto.
20. Calculalalongitud de la tangente trazada desde € punto A(1, -2) ala

circunferencia
X* +y?+x-3y-3=0

Unidad 4
Secciones conicas

1. Hala el conjunto de centros de las circunferencias que son tangentes a una recta y
pasan por un punto dado.

2. Unavarilla se dedliza contra un muro y € piso, que forman un &ngulo recto. Encuentra
gué lugar geométrico genera e punto medio de la varilla

3. Lasecuacioneslinedles 4x +1.5y = 6, - 4x + 1.5y =6y X —y = 0 son generatrices de un
cono circular recto y el plano de corte respectivamente, con su secciones transversales.
Con esta consideracion se obtiene una elipse, halla lalongitud del e mayor.

4. Las ecuaciones linedles & + 5y —20=0, & -5y +20=0y & —5y—-5=0son
generatrices de un cono circular recto y € plano de corte respectivamente, con sus
secciones transversales. Con esta consideracion se obtiene una parébola. Si € foco ®
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10.

11.

encuentraen e punto (1.123, 0.797) encuentra la distancia focal (distancia del vértice a
foco).

Las ecuaciones lineales 8x + 7y — 28 =0, 8x - 7y+28=0Yy x + 2 = 0 son generatrices
de un cono circular recto y e plano de corte respectivamente, con su secciones
transversales. Con esta consideracion se obtiene una hipérbola. Si 1os focos estan en los
puntos (-2, 0.963) y (-2, 7.037), halla la excentricidad de esta hipérbola.

El espgo de un telescopio reflector tiene la forma de un paraboloide finito, de 20
centimetros de diametro; su profundidad es de 2.5 centimetros. ¢A qué distancia del
centro del espejo convergera laluz procedente de una estrella lgjana?

Una antena parabdlica para satélites tiene forma paraboloidal, con 10 pies de diametro y
3 pies de profundidad. ¢A qué distancia del centro del plato se debe colocar € receptor
para captar |la mayor intensidad de las ondas de sonido?

Un reflector sonoro se usa en eventos deportivos al exterior, y tiene la forma de un
paraboloide con su foco a 5 pulgadas de su vértice. Calcule € diametro que debe tener
s su profundidad debe ser 2 pies.

El cometa de Halley tiene una odrbita eliptica de excentricidad e = 0.967. La distancia
minima de ese cometa a Sol es 0.587 UA. Cacular la distancia maxima del cometa al
astro central, aproximando al décimo de UA maés cercano.

La estacion A de guardacostas esta 200 mi a este de otra estacion B. Un barco navega
en una linea paralelay 50 mi a norte de la recta que pasa por A y B. Se mandan
sefides deradio de A y B, auna velocidad de 980 pie/ns (pies por microsegundo). A la
1:00 PM la sefial de B llega a barco 400ms después de la sefid de A. Determine la
posicion del bugue a esa hora.

Dos estaciones de LORAN estan a una distancia de 400Km entre si a lo largo de un
litoral recto. Un barco registra una diferencia de tiempo de 0.00086 segundos entre las
dos sefiales LORAN. ¢En qué lugar tocaratierrasi siguierala hipérbola correspondiente
a esta diferencia de tiempo? ¢Si € barco quiere entrar a un puerto localizado entre las
dos estaciones, a 25K m de la estacion maestra, qué diferencia debe buscar?

Unidad 5

Ecuaciones cartesianas de las conicas

1. Un cable de acero esta colgado por los dos extremos; los puntos de suspension
estan situados a una misma atua y a una distancia de 20 m. La magnitud de la
flexion a la distancia de 2 m de los puntos de suspension en sentido horizontal, es
igual a 14.4 cm. Determina la magnitud de suspension de este cable en su punto
medio (laflecha), suponiendo que el cable tiene una forma de parébola.
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2. Averigua las lineas que determinan las ecuaciones siguientes:

Dy=+2x, 2y =+~ x, Jy=-34- 2x, 4y=-2Vx,
5)x = +,/5y, B)x = -5~ y, 7)x =-3y, §x=+4 - y

3. Averigualas lineas que determinan |as ecuaciones siguientes

Dy=3- 4Jx-1, 2)x:-4+&/y+5, 3)x=2-./6- 2y, 4)y=-5++- 3x- 21

4. Hallalos puntos de interseccion delarecta x+y- 3=0 y lapardbola x* = 4y

5. ¢Paraqué vaores dd coeficiente angular k, larecta y = kx+2:
1) cortaala pardbola y* = 4x?,
2) estangente a€lla?,
3) pasa por fuera de esta pardbola?

6. Deduce la condicion segiin la cual, larecta y = kx+b es tangente a la parabola
y? = 2pX.

7. Halla las ecuaciones de las tangentes a la pardbola y? =36x trazadas desde €l
punto A(2,9).

8. Determina  los  puntos de  interseccion de las  pardbolas
y=Xx-2x+1 X=y*- 6y+7

9. Halla la ecuacién de la €elipse cuyos focos estan en le ge de ordenadas y son
simétricos con respecto a origen de coordenadas, sabiendo, ademas, que:
a) sus semigjes son iguales respectivamentea 7y 2
b) su e mayor esigua a 10y la distancia entre sus focos 2c =8;

c) ladistancia entre susfocos 2c =24 y laexcentricidad e = %;

d) su gge menor esigua a 16y laexcentricidad e :g;
€) la distancia entre sus focos 2c =6 y la distancia ente las directrices es igual a
50 .
?l

. : . . . 32 . : 3
f) ladistancia entre sus directrices esigual a 3 y laexcentricidad esigual a e= 2

10. Dadalaé€lipse
Ox* +25y* =25

Halla
a) sus semigies,
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b) sus focos,
C) su excentricidad;
d) las ecuaciones de sus directrices.

2 2

11. Halaenladipse )2(—5+ y? =1 los puntos cuyas abscisas son iguales a-3.

12. Averigua qué lineas determinan |as ecuaciones siguientes:

) y:+§m
D) x=- 29" 7
c) y=-§«/9-—><2
b) x=+249- y*

2 2
13. Determina los puntos de interseccion de la elipse R | y de la pardbola
100 225
y? = 24x.
14. Ladipse es tangente a ge de abscisas en € punto A(3, 0) y a ge de ordenadas
en d punto B(0, - 4). Hala la ecuacién de esta dipse, sabiendo que sus ges de

simetria son paralelos alos g es coordenados.

15. El punto C(- 3, 2) e e centro de una elipse, que es tangente a los dos ges
coordenados. Halla la ecuacion de esta elipse, sabiendo que sus gjes de simetria
son paralel os a los g es coordenados.

16. Verifica que cada una de las ecuaciones siguientes determinan una elipse y hallar
las coordenadas del centro C, los semigjes, la excentricidad y las ecuaciones de las
directrices:

g 5X*+9y’-30x+18y+9=0
b)  16x*+ 25y° +32x- 100y - 284=0

€ 4x?+3y2- 8x+12y- 32=0

17. Halalaecuacion dela€elipse, sabiendo que su ge mayor esigua a 26y los focos
son F1(- 10, 0), F»(14, 0).

‘Geometria Analitica’ Libro parael Estudiante Hoja113



18. Halalaecuacion de la elipse cuyo ge menor esigual a2y los focos son Fi(- 1, -
1), F»(1, 1).

19. Halalos puntos de interseccion de larecta

X+2y-7=0
y ladipse
X* +4y* =25
20. ¢Paraquévaoresde m larecta =-X+m

a) cortaaladipse
b) estangenteaédla;
c) pasafuerade estaelipse?

2

2
+y— =1
9

8>

21. Hallalas ecuaciones de las tangentes ala elipse

que son paralelas alarecta 3X+2y+7=0

22. Desde e punto P(- 16, 9) se han trazado tangentes ala elipse
2 2
X_ + y_ =1
4 3
Calculala distancia d del punto P ala cuerda de la elipse que une los puntos de
contacto.

23. Hallalaecuacién de la elipse que es tangente a las dos rectas
3x-2y-20=0, x+6y-20=0

S sus gjes coinciden con |os g es coordenados.

24. Hallala ecuacion de la elipse cuyos focos estan situados en € ge de abscisas y
son simétricos con respecto a origen de coordenadas, S se conoce la ecuacion de

latangente ala elipse
3x+10y- 25=0
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y su semigje menor b= 2.

25. Cdcula € éreadel triangulo formado por las asintotas de la hipérbola
2 2

XY _

4 9
ylarecta  gx12y-24=0

26. Averigua gue lineas determinan las ecuaciones siguientes:

)y
b y=-3/x°+1

415
0 X=-—4y°+9
) 3V

d) y:+§ X* +25

2 2
27. Determina los puntos de la hipérbola % 1_6 =1cuyas distancias a foco
izquierdo son igualesa?.

28. Hallala ecuacién de la hipérbola cuyos focos estédn en e gje de las abscisas y son
Simétricos con respecto a origen de coordenadas, si se dan:

a) lospuntos A(6, -1) y B(-8, 2C2) de la hipérbola,
b) el ge conjugado 4y laexcentricidad e = C,
c) €l punto de M( 9/2, -1) delahipérbolay las ecuaciones de las asintotas

y:+gx
3

29. Determina la excentricidad de una hipérbola equilétera.

30. Los focos de una hipérbola coinciden con los focos de la elipse. ﬁ + ﬁz 1
Halla la ecuacion de dicha hipérbola, si su excentricidad es e = 2. 2 9

31. Demuestra que @ producto de las distancias de cualquier punto de la hipérbola
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a sus dos asintotas es una cantidad constante, igual a ~ a°b?
2 2
a“+b

32. Demuestra que €l area del paralelogramo, limitado por las asintotas de la
hipérbola

y las rectas trazadas por cualquiera de sus puntos y paraelas a las asintotas, es una
cantidad constante iguala a ab

2

33. Verifica que cada una de las ecuaciones siguientes determina una hipérbola y
halla las coordenadas de su centro C, los semigjes, la excentricidad, las ecuaciones
de las asintotas y las ecuaciones de las directrices:

a)l6x” - 9y? - 64x - 54y - 161=0;
b)9x? - 16y* + 90x + 32y - 367 =0;
€)16x* - 9y® - 64x - 18y +199 =0;

34. Averigua qué lineas determinan |as ecuaciones siguientes:

a)y=- 1+§\/x2 - 4x- 5;

b)y=7- :—;lxz +4y +8;
C)X=9- 2«/y2 +4y+8;
d)x=5- %q/y2+4y- 12

Representa estas lineas en el plano.

35. Se dala ecuacion de una hipérbola equildtera x* - y* = a?, hella su ecuacion en
el nuevo sistema, tomando sus asintotas por € es coordenados.

36. Halla los puntos de interseccion de la recta 2x- y-10=0 y la hipérbola

2 2

¥y _

20 5

37. Determinalos valores de m paralos que larecta y :gx +m
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2 2

y

a) corta ala hipérbola XY o
9 36

b) estangente aella:
C) pasa por fuera de la hipérbola.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

45.

46.

47.

Deduce la condicion segin lacud larecta y = kx+m es tangente a la hipérbola
2 2

.Y _

a> b?

2 2
Halla la ecuacion de la tangente a la hipérbola X—2 ;/—2: 1 en su punto M(X, y).
a

2 2

y _

Halla las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 2X_02 ?—1 gue son
perpendiculares alarecta 4x+3y- 7=0
X2 y2

Halla las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 0 oaf =1 que son
paradelasalarecta 10x- 3y+9=0

., x? y? , L.
Hala en la hipérbola Py E:1 e punto M més préximo a la recta
3X+2y+1=0

Halla las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola x? - y? =16 trazadas desde
e punto A (-1,-7).

2 2

y

. Desde € punto C(1,-10) se han trazado tangentes a la hipérbola XY g

8% 32°
Halla la ecuacion de la cuerda que una los puntos de contacto.

Una hipérbola pasa por & punto A (v(6), 3) y es tangente a la recta
9x+ 2y - 15=0. Hallala ecuacion de esta hipérbola, si sus ges coinciden con los

gjes coordenados.

Hala la ecuacion de la hipérbola que es tangente a las dos rectas
5x- 6y-16=0,13x- 10y- 48=0 s sus e€es coinciden con los €ges
coordenados.

2

Se da la hipérbola = -
a

2

y _

P 1 y unatangente cualquierade ella; P es &l punto de

interseccion de latangente y el ge Ox; Q es la proyeccion del punto de contacto
sobre & mismo eje. Demuestra que OP xOQ = a?
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48. Larecta 2x- y- 4=0 es tangente a una hipérbola cuyos focos estan en los
puntos F(-3,0) y F(3,0). Halla la ecuacion de la hipérbola.

2 2
49. Hallala ecuacion de la cuerda de la elipse :_6+y?:1 gue pasa por € punto A

(1,-2) y esdivididaen él por la mitad.

2 2
50. Dada la hipérbola X? y7 =1 halla la ecuacion de la cuerda que pasa por €

punto a (3- 1) y sedivideen él por la mitad.

51. Dadalapardbola y* = 20x halla la ecuacion de la cuerda que pasa por e punto
A (2,5) y sedivide en él por la mitad.

Més gercicios de la unidad 5.

1. Encuentrala ecuacion ordinaria de la pardbola dado su vértice V y su foco F

a)

a)
b)
0)
d)
€
f)
)
h)

V(B.42); F(+5,42)  b) V(-42,4/3); F(-42,43)

Encuentra la ecuacion general de la pardbola que cumple con lo siguiente

Veértice V(-3, 5); Foco F(0, 5)
Vértice V(4, -2/5); Foco F(4, 2)
Vértice V(-1, -3); Foco F(-3, -3)
Veértice V(-3, 2); Directriz y =2
Vértice V(-1/2, 3); Directriz y -5 =0
Vétice V(2, -1/3); Directriz y+8 =0
Directriz x +3=0; Foco (1, 0)

Directriz x + 4=0; Foco (2, 0)

En cada caso, encuentra la ecuacion general de la parébola usando la informacién que

se da

a)
b)
<)
d)
€)
f)
o)
h)
i)

Vértice V(-1, -2); ge vertica y pasa por P(3, 6)
Veértice V(0, 0); pasapor (2, 4) y tiene su foco en € ge x.
Vértice V(0, 0); pasapor (-1, 3) y tienesufocoen € gey.
Vértice V(0, 0); LR =16 y la parabola abre hacia arriba
Veértice V(0, 0); la pardbola abre hacia laizquierday pasa por P(-3, 4)
Vértice V(0, 0); la pardbola abre hacia abagjo y pasa por e punto P(2, -3)
Vértice V(2, 3); el gje esparalelo a geyy pasapor € punto P(4, 5)
Veértice V(-1, -2); gevertica y pasa por € punto P(3, 6)

Eje vertical y pasa por los puntos A(0, 0), B(3, 0), C(-1, 4)
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4. Un reflector esta disefiado de tal manera que la seccidn transversal que pasa por su ge
es una parabola con su foco en la fuente de luz. S € reflector mide 3 pies de ancho en
la aberturay un pie de profundidad, encuentra el foco.

5. Unalibreria puede conseguir cierto libro a un precio de 30 pesos por libro. Lalibrerialo
ha estado ofreciendo a un precio de 150 pesos por g emplar, y, a este precio, ha estado
vendiendo 200 gemplares por mes. La libreria est4 planeando bajar su precio, para
estimular las ventas, y estima que por cada peso de reduccion del precio, se venderan 20
libros mas por mes.

Expresa €l beneficio mensual de la libreria en la venta del libro como una funcion
del precio dd libro.

Trazala grafica

Determina el precio que deberd gjustar lalibreria para lograr el maximo beneficio.
¢Cuantos libros vendera para obtener el maximo beneficio?

¢Cud es e maximo beneficio?

6. Encuentralaecuacion de la €lipse cuyos datos se dan en cada caso. Después transforma
esa ecuacion ordinaria en ecuacion genera

)

C(0, 0); ge menor sobre el ge x; a=2/3; b =1/2

C(0, 0); e mayor sobre el gey; a=8/5; b=1

C(0, 0); V(3,0); B(0, 2

C(0, 0); V' (-5, 0); B’(0, -3)

C(0, 0); ge menor sobre e gey, c=2; a=4

C(0, 0); e mayor sobre el gey; c =5; a=6

C(0,0); LR espardelod gex; c=2;b=1

C(0,0); LRespardeloa gey; c=4;b=3

C(0, 0); unadirectrizes paralelo al ge x; e=1/2c =1
C(0, 0); unadirectrizesparalelo a gey; e=2/3; a=3
C(0, 0); V(5, 0); F(3,0)

C(0, 0); B(0, 3); lacurva pasa por P4, ~/5)

m) C(0, 0); gje mayor sobre el ge x; pasa por los puntos P(4, 3) y Q(6, 2)

n)
0)
P)
q)

C(0, 0); eie menor sobre e e y; pasa por los puntos P(-3, 2~/3) y Q(4, 4~/5/3)
C4, 1); K1, -1); pasapor P(8, 0)

C(1, 2); F(6, 2); pasa por P(4, 6)

L'R esparalelo a gey; pasapor los puntos A(5, 0); B(3, -3); C(-2, 2) y D(0, 1)

7. Las siguientes ecuaciones representan elipse. En cada caso hallar:

El centroC
LosfocosF, F
LosvérticesV, V’
B, B’

LR, L'R’
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Ecuaciones de los gjes
Ecuaciones de las directrices
Dibujar eipse

Excentricidad

x?/25+y?/9 =1
y2/25+x2/9 =1

X2 /169+y?/144 =1
X249 +y?[25 =1
y219+x%/4=1

Encuentra la ecuacion ordinaria de la hipérbola cuyos datos se dan. Después, transforma

esa ecuacion ordinaria en ecuacion general :

a)
b)
0)
d)
)
f)
o)
h)
i)

C(0, 0); VV' =6, esta sobre € ge x; pasapor P(5, 3)

C(0, 0); BB’ =10, esta sobre e gey; pasapor (2, 5)

C(0, 0); F(6, 0); €l getransverso mide 8

C(0, 0); F(0, -3); e ge transverso mide 4

C(2, 0); V(6, 0); F(10, 0)

C(-2,3); V(-2, 7); F(-2, 10)

C(0, 0); LR=20; V(4, 0)

C(0, 0); LR =10; V(0, -5)

C(0, 0); ge transverso horizontal; pasa por P(3, -2) y Q(7, 6)

En cada caso, determina si la ecuacion representa una hipérbola o dos rectas que se

cortan. Si son dos rectas, escribe las ecuaciones; si es una hipérbola encuentralo mismo
gueenel gercicio anterior.

a)
b)
c)
d)
€)

5x2 -4y2—20x —24y +4 =0
4x?—9y?—16x +18y —29 =0
9x2—4y?—18x —24y —27 =0
4y?-x?42x -1 =0

3y?+6y - x?+2x +11 =0

Unidad 6
L a ecuacion general de segundo grado

1. En cada caso, escribe la nueva ecuacion gue resulta cuando €l origen se tradada €l
punto O’ dado. Escribe el nombre de cada curva.

a) 2x +y 6 =0; O’ (-2, 2) c) x*-6x—12y -51=0; O’ (3,-5)
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b) x*+y? +6x -8y +5=0; O’ (1,-4)  d) 12y*-4x*+72y +16x +44 =0, O’ (2,-3)

2. Paracada ecuacion, encuentra el punto al que debe trasladarse el origen, de manera que
la ecuacion transformada no tenga términos de primer grado. Escribe la nueva ecuacion;
en e caso de las pardbolas elimina un término de primer grado y € término
independiente.

a) y*+2y —4x +9=0 d) 4x*+9y?-8x +18y +12 =0
b) y? -4y +8x —28 =0 €) 5x?-4y*-20x —24y +4 =0
C) x?+4x +16y +4 =0 f) 4x*-9y?-16x +18y —29 =0

3. Dadalaecuacidon x y =4, giralos gjesun angulo de 45° y hallala nueva ecuacion.

4. Redlizando una rotacion y después una tradacion de €es reduce la ecuacion
3x2 + 24/3xy + y? - 2x- 2./3y +2 = 0 de manera que queden Unicamente los términos
cuadréticos y el término independiente.

5. ¢Enqué angulo deben rotarse los gjes para que en la ecuacion 73 x*-72xy +52 y*+380x
—160y +400 =0 desaparezca € término X y?

6. Encuentra € tipo al que pertenece cada una de las siguientes curvas, considerando el
valor del discriminante:

a x2-2Xy+y*+3x =0

b) x%-4xy+4y?-4=0

C) x*-y*+4=0

d) 4x*-3xy+y*+13=0
€) 41x?-84xy +76y*=168
f) 2xy—-x+y-3=0

Unidad 7
Trayectorias curvilineasy ecuaciones paramétricas

1. En cada caso imina el parametro y obtén la ecuacion rectangular correspondiente.
Después traza la gréfica
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10.

Q) x=1+t*; y=1+ €) X =tang; y =secq

b) x=2+1t*; y =3+t fyx =2+ tanq; y=secq-1
c)x=5c0sq; y=5senq g)x=-2-2senq; y=3+2cosq
d) x =4 cosq; y =4 senq h) x =3 +senq; y =4 +3 cos q

Elimina el parametro y halla la ecuacion rectangular:

Ax=t+Uy=t—1/t d)x =62/(1+ %) ; y =641 + £)
byx=t+2;y=tt-1 €) X =acos’q ; y = aserrq
o) x = U(1+) ; y = Y(1+) f) x = beot(t/2) ; y = (@°/2b)sent

Halla el &ngulo con el que se debe lanzar un proyectil a una velocidad de 400 metros
por segundo para que su acance sea de 12,000 metros. También halla la duracion de la
trayectoria.

Una escalera de 4 metros de longitud, esta apoyada en la pared de un edificio. S la
escalera se dedliza, halla la ecuacion del lugar geométrico que describe € punto que
estd a1 metro del extremo inferior de la escalera.

Un segmento AB que pasa por € punto C(2,1), tiene sus extremos Ay B enlos ges
de las “x” y de las “y”, respectivamente. Siendo P(x ,y) € punto medio de AB,

exprésese “x” y “y” en funcién del angulo g=DOAB. Eliminando “q”, determinese la
ecuacion rectangular de la curva descrita por P, a girar AB alrededor de C.

Hallar las ecuaciones paramétricas de la pardbolay % = 4x empleando larazén
t =Y como parametro.
X
2 2

Hallar las ecuaciones paramétricas de la elipse X—2+Z—2 =1 utilizando €
a

pardmetro “t” que se define por la ecuacion x = acost

2 2
Hallar las ecuaciones paramétricas de la hipérbola x_2 % =1 utilizando e parametro
a

“t” que se define por laecuacion x = asect

213 = g2/3  tilizando €

Hallar las ecuaciones paramétricas de la astroide x*'°+vy
parametro “t” que se define por laecuacion x = asen’t

Sol. x =asen’t,y =acos’t

Hallar |as ecuaciones paramétricas de la hoja de descartes x* + y* = 3axy empleando la

razén 2 =t como parametro.
X
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Unidad 8
Coordenadasy ecuaciones polares.

2 2

1. Dada la ecuacién de la elipse )2(—5+i/—6: 1, halla su ecuacién polar, suponiendo
que la direccion del ge polar coincide con la direccion positiva del ge de las
abscisasy que €l polo est&

a) en e foco izquierdo de la elipse
b) en e foco derecho.

2 2

2. Dadala ecuacion de la hipérbola )2(—5 1yﬂ =1, hallalaecuacién polar de su rama
izquierda, suponiendo que la direccion del €e polar coincide con la direccion
positivadel gede las abscisas y que € polo esté:

a) en € foco izquierdo de la hipérbola;
b) en e foco derecho.

3. Determina las lineas que se dan en coordenadas polares mediante las ecuaciones

siguientes:
ar :%, br = , O)r :1—0,
1- =cosq 1- cosq 1- —cosq
2 2
d)r :1—2, e)r :L, f)r :;
2- cosq, 3- 4cosq 3- 3cosq
- . 18 .
4. Veifica que la ecuacion r =————— determina la rama derecha de la
4 - 5cosq
hipérbola y halla sus semigjes.
- - 16 .
5. Verifica que la ecuacion r = ——— determina la rama derecha de una
3- 5cosq
hipérbola y halla las ecuaciones de, las directrices y de las asintotas de esta

hipérbola.

6. Hallala ecuacion del lugar geométrico de los puntos tales que el producto de sus
distancias a dos puntos dados F (-c, 0) y F (c, 0) es una cantidad constante, igual a
. Este lugar geométrico de puntos se llama 6valo de Cassini.

7. Halala ecuacién del lugar geométrico de los puntos tales que el producto de sus
distancias a dos puntos dados F (-a, 0) y F (&, 0) es una cantidad constante igual a
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&. Este lugar geométrico de puntos se llama lemniscata. Halla también la
ecuacion de la lemniscata en coordenadas polares, haciendo coincidir €l e polar
con el semigje positivo Oxy €l polo con & origen de coordenadas.

Se da la recta x = a(a>0) y una circunferencia de diametro a que pasa por €l
origen de coordenadas O y es tangente a la recta dada. Desde el punto O se ha
trazado un rayo que corta a la circunferencia en € punto A y ala recta dadaen €
punto B. Desde los puntos A y B se han trazado rectas paralelas a los gjes Oy y
Ox, respectivamente. Al girar € rayo, el punto M de interseccidn de estas rectas,
describe una linea llamada curva de Agnesi. Halla su ecuacion.
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L ecturas
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5. Lecturas

I ntroduccion

En este material se cuenta con agunas lecturas sobre temas de mateméticas. No se trata de
un material de relleno, smplemente para introducir o motivar el estudio de ciertos temas.
La comprensién de la matematica no se limita a conocimiento y adquisicion de soltura en
€l uso de ciertos procedimientos, principamente algebraicos. También incluye la discusion
de ideas 'y conceptos.

La lectura te exige un esfuerzo que debes realizar s quieres lograr comprender su
significado. Por gjemplo, la expresion “yo solo sé que no sé nada” es atribuida a Socrates.
Sin embargo, en la Apologia de Socrates o que se dice es “yo s0lo sé que lo que sé es
nada’. ¢Son equivalentes ambas expresiones? ¢Puedes explicar sus diferencias de
significado?

Es posible que tengas compafieros que digan que ya entendieron algun tema de
mateméticas, digamos ecuaciones de segundo grado, de manera que si les dan una ecuacién
no tienen dificultad para resolverla, pero que si de lo que se trata es leer un texto y a partir
de & plantear una ecuacion que deben resolver para responder o que se les pregunta,
entonces no pueden hacerlo, pues no entienden cémo se puede sber la ecuacion que sirve
paralo que dice € texto. Aqui se tiene un problema de comprension de lecturay no porque
el alumno no pueda darse una idea de lo que dice €l texto, sino porque € mismo se bloquea
y no sabe leer. En este Libro un problema se inicia con un texto y lo primero que debes
hacer cuando te enfrentes a uno es leer & enunciado y buscar darle un sentido y significado
coherente a la situacion planteada.

No se trata de hacer complicada una lectura. Pero es que la comprensién de la lectura no es
una actividad sencilla. Cuando decimos que una lectura nos permite descansar, hacer una
pausa de nuestras actividades o deberes cotidianos, relgjarnos, no es porgue la lectura sea
una actividad sin chiste y que aprende cualquier nifio en los primeros afos de primaria al
reconocer las letras del afabeto y como deben pronunciarse. Si nos sentimos bien luego de
leer es porque nos interesa € tema que estamos leyendo y ya sabes que cuando realizamos
alguna actividad que nos gusta, no nos pesa tanto € trabajo que debemos hacer para ello.

Para leer un libro de mateméticas necesitas a menos de lapiz y papel a un lado para
reaizar anotaciones, célculos, dibujar figuras, o representaciones de lo que se estd
estudiando en € libro. Para leer un articulo o ensayo, es recomendable tener a la mano un
diccionario para consultar con facilidad las palabras de las que se desconoce su significado.
Ser un buen lector es una habilidad que desarrollamos poco a poco.

‘Geometria Analitica’ Libro parael Estudiante Hoja 126



Cuando has leido un articulo y dices que lo has @mprendido, es porque eres capaz de
sefialar sus ideas principales sin recurrir ala simple cita textual y cuando puedes identificar
tus acuerdos y desacuerdos con el autor del texto.

Discutir una lectura también permite desarrollar nuestra capacidad de ®municacion y
argumentacion. No basta decir que ya entendimos algo; si no somos capaces de expresar y
comunicar a otros esta comprension no logramos €l principio basico de una discusion: se
logra convencer a los otros a partir de la elaboracion y exposicion de argumentos
coherentes y no por hablar més tiempo, mas fuerte o por ocupar un puesto mas alto que los
otros.

Debemos saber comunicar nuestras ideas, pero también escuchar cuidadosamente los
argumentos de otros, tratando de entender 1o que nos estan dciendo, reflexionar en los
argumentos que nos presentan y aceptarlos si nos parecen convincentes.

La lectura de un articulo y luego la discusion del mismo nos permite reflexionar € tema
tratado y enriquecer la comprensién del mismo. La lectura es una actividad que realizamos
constantemente, en los periddicos, en € cine, en latelevision, en internet y en los mensajes
gue recibimos de estos medios tan diversos siempre hay una dimension matematica que no
podemos ignorar. Si ago de lo que lees llama tu atencién por la importancia que las
matematicas tienen en su interpretacion, ya sea un fragmento de pelicula o de novela, una
noticia o un reportaje, puedes elaborar un guion y organizar y conducir una discusion en la
clase.
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L ecturas

1. Geometria Analitica: ¢quées?y ¢por qué se estudia? del SM SG

Capitulo 1 del libro Geometria Analitica del School Mathematics Study Group (SMSG),
1967. Stanford University.

La geometria analitica no se limita al estudio de las rectas y las secciones conicas
(parabola, elipse e hipérbola) como podria creerse al leer |os textos clasicos. La geometria
analitica permite describir los espacios a través del algebra: curvas y superficies
armoniosas y complglas tienen una expresion sintética en su ecuacion. Es esta
representacion grafica la belleza oculta de las expresiones algebraicas.

¢Qué esla geometria analitica?

La geometria analitica se ha estudiado sistematicamente durante mas de dos mil afios. Los
Elementos de Euclides, que se escribieron arededor del afio 300 antes de Cristo,
constituyen, quizas, e texto de mateméticas de mayor influencia jamas publicado. Sin duda
alguna, se pueden encontrar muchos vestigios de esta obra en el texto usado en la escuela
secundaria.

Hasta el siglo XVII, la geometria se estudiaba mediante lo que se Ilamaba método sintético.
L os postulados trataban con nociones geométricas tales como puntos, rectasy angulos, y se
hacia muy poco 0 ningln uso de los nimeros. En los Elementos, por eemplo, los
segmentos rectilineos no tienen longitudes.

Més tarde, a comienzos del siglo XVII, se realiz6 € mayor avance en geometria desde la
época de Euclides. No se debi6 ala obra de un solo hombre, pues esto rara vez sucede. Més
bien, ocurrié cuando € “clima intelectual” fue € adecuado. Sin embargo, hay un rombre
gue esta tan universalmente asociado con la nueva idea de la geometria que ciertamente
debe conocerse. Es € de René Descartes, un matemético y fildsofo francés que vivio entre
1596 y 1650. La novedad esencial en la nueva geometria consistia en € uso de métodos
algebraicos para resolver problemas geométricos. Se combinaban asi dos disciplinas que
hasta entonces habian permanecido casi independientes.

Se establece € nexo entre geometria y dgebra mediante los sistemas de coordenadas. En
esencia, un s$stema de coordenadas es una correspondencia entre los puntos de algun
‘egpacio’ y ciertos conjuntos ordenados de nimeros. (Usamos comillas, porque € espacio
puede ser una curva, o la superficie de una esfera, 0 algiin otro conjunto de puntos que
habitualmente no se considera como espacio.) Ya €l lector est4 familiarizado con varios
sistemas de coordenadas, algunos de ellos estudiados en cursos de mateméticas méas
elementales, otros en asignaturas distintas, tales como la geografia. En € dgebra elemental,
se han introducido sistemas de coordenadas en e plano, trazando dos rectas (gjes)
perpendiculares entre si, eligiendo un sentido positivo en cada una de ellas y una unidad de
longitud comun a ambas, y asociando con cada punto € par ordenado de nimeros reales
gue representan las distancias orientadas desde los dos gjes a punto. La localizacion de un
punto sobre la superficie de la Tierra se hace a menudo en términos de la longitud y la
latitud. Los artilleros a veces localizan un blanco, sabiendo a qué distancia esta 'y en qué
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direccion con respecto a una direccion arbitrariamente fijada mediante un puesto de
referencia. Esto es lo que se llama un sistema de coordenadas polares en e plano.

Blanco

k Puesto de
referencia

Artillero

Figural-1
Un punto P sobre un cilindro recto circular puede situarse mediante la distancia orientada z
y lamedida del angulo g, como se muestra en la figura 1-2

Figural-2

Si, en lugar de un cilindro recto circular, consideraramos todos los cilindros con e mismo
gje, podriamos localizar cualquier punto des espacio, indicando €l radio r del cilindro sobre
el cual estd € punto y sus coordenadas zy ? sobre @ cilindro. El resultado es lo que se
[lama un sistema de coordenadas cilindricas en e espacio.

Una mosca sobre una rosquilla (un punto sobre una superficie anular o toro) puede ser
localizada mediante las medidas (en grados, radianes, o cualquier otra unidad conveniente)
delos angulos g y f que se indican en la siguiente figura:
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Figural-3
La posicion de un satélite artificial en un cierto instante puede determinarse, dado su
distancia vertical desde la superficie (0 desde e centro) de la Tierray la latitud y longitud
del punto de la superficie de la Tierra que esta directamente “ debagjo” del satélite.

N

S
Figura1-4

Asi, se obtiene lo que se llama un sistema de coordenadas esféricas en e espacio.

Se podria establecer un sistema de coordenadas incluso para un “espacio” que es bastante

irregular. Podemos observar que la direccion de una casa, tal como habitualmente se da, es

un conjunto de coordenadas con las que localizamos un lugar particular, la casa, con

respecto alas cales y avenidas de la ciudad en que se vive. Estas cales y avenidas, que no

son necesariamente rectas, son las “lineas coordenadas’, y 1os nimeros de las casas indican,

de manera razonable, los distintos lugares alo largo de esas lineas.

Una vez establecido € sistema de coordenadas, pueden representarse conjuntos interesantes

de puntos mediante condiciones adecuadas sobre sus coordenadas. La ecuacion
2X-y+4=0

representa la recta que pasa por los puntos (1,2) y (2,8), cuando usamos coordenadas

rectangulares. La desigualdad
X+(y-2)2%<9
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representa el conjunto de puntos cuya distanciaa punto (0, 2) no es mayor que 3 unidades,
es decir, representa el interior del circulo )?ze rizdio 3y centro (0, 2). La ecuacion
-V =0

representa las dos rectas que pasan por € origen y forman angulos de 45° y 135° con €l ge
de las abscisas.

Mediante los sistemas de coordenadas, podemos aritmetizar la geometria. Los problemas
sobre figuras geométricas se remplazan por problemas sobre numeros, funciones,
ecuaciones, desigualdades, etc. Podemos, asi, echar mano del extenso cuerpo de
conocimientos del &algebra, la trigonometria y e céculo infinitesmal, que ha sido
grandemente desarrollado desde €l siglo XIII (En este texto, no utilizaremos e caculo
infinitesimal, pero s alguna vez lo estudia € lector, vera que en algunos asuntos tratados
aqui, habria resultado Util).

La definicion de geometria analitica que hemos dado es del tipo de las que se encuentran en
los diccionarios mas bien que en € uso corriente de las mateméticas. No dice cdmo se
empleara un término técnico en e resto de este libro, sino cdmo se utiliza de ordinario una
frase no técnica. De acuerdo con e andlisis anterior, tanto la materia como los métodos de
este libro son bastante familiares. Hasta se han empleado ya en los cursos mas elementales.
Por gemplo, se sabe que (en un plano) la gréfica de una ecuacién de laforma

D ax+by+c=0

€s una recta, y que € problema de determinar la interseccion de dos rectas en € plano
puede resolverse, obteniendo la resolucion de un sistema de dos ecuaciones tales como (1).
Se sabe también, que € lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de
una recta fija y de un punto fijo que no esta en esa recta (lugar geométrico que se llama
pardbola) tiene una ecuacién de laforma

Y = 4ex,

S se escoge convenientemente el sistema de coordenadas. En este libro, nos ocuparemos de
muchos de estos problemas, y a final, se tendrd una idea del acance del nuevo método que
Descartes y sus contemporaneos introdujeron en la geometria.

¢Por qué se estudia la geometria analitica?

Una de las razones méas importantes para € estudio de la geometria analitica es la potencia
de sus métodos. Ciertos problemas pueden resolverse de una manera mas rapida, directay
simple mediante los métodos andliticos. Esto es cierto, no solamente para |os problemas de
la geometriay de otras ramas de las matematicas, sino también para una amplia variedad de
aplicaciones a la estadistica, lafisica, laingenieriay otros campos cientificos y técnicos.

El uso de métodos algebraicos para resolver problemas geométricos permite
generalizaciones faciles. Un resultado que se obtiene para una o dos dimersiones puede a
menudo generalizarse inmediatamente a tres 0 mas dimensiones. A veces resulta tan fécil
demostrar unarelacion en el espacio de n dimensiones como |o seriaen el espacio de dos o
tres dimensiones. En efecto, gran parte de lo que se hace para dimensiones mayores que
tres es esencialmente agebra con terminologia geométrica.

La geometria analitica relaciona entre si y aplica en un contexto nuevo e interesante 1o que
se ha aprendido sobre sistemas de numeros, algebra, geometria y trigonometria. Esto
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conducira al dominio de las matematicas estudiadas previamente. Cuando se estudie este
curso habra muchas ocasiones de utilizar conocimientos y métodos matematicos familiares.
También, se aprenderan nuevos métodos. Algunos de estos podrédn parecer a pincipio
incomodos o dificiles en comparacién con los métodos utilizados antes. Debe tenerse
siempre presente que lo que se hace es aprender métodos y |la manera como aplicarlos.

Al estudiante, a veces, se le pedird que emplee cierto método para llegar a dominarlo. Los
problemas reales, sean de mateméticas, de ciencias experimentales o industriales, no vienen
provistos de formulacion matematica y de un método prescrito. Al final de este curso, se
tendrd una gran variedad de recursos matematicos méas potentes que los anteriores. Se
deberd estar en condiciones de elegir métodos eficaces para abordar problemas.

Asi, pues, otra razéon importante para estudiar la geometria analitica es la utilidad que
prestard en cursos futuros, no solamente en las matematicas, sino también en la fisica, la
estadistica, laingenieriay las ciencias en general.

Existe una tendencia muy comun a combinar la geometria anditica y e caculo
infinitesimal. Cuando esto ocurre, se pierde mucho de lo propiamente valioso de la
geometria analitica. Debido a que un curso de calculo y geometria analitica es, en primer
lugar, un curso de célculo, se conserva de la geometria analitica solo aguellas partes que
son aplicables al célculo. Al estudiar un curso independiente de geometria analitica, hay
mejor oportunidad de comprender la coherencia del tema, la diversidad de los métodosy la
amplia variedad de problemas a los que puede aplicarse.

Una de las razones mas importantes para estudiar la geometria analitica es la de lograr
entender bien la relacion que existe entre e dgebray la geometria. El dgebra contribuye a
la geometria analitica, suministrando un lenguaje escrito para las relaciones, un método que
sirve no sdlo para demostrar resultados conocidos, sino también para obtener resultados
antes desconocidos. La geometria brinda a édlgebra una manera de representar las
relaciones algebraicas. Esta representacion intuitiva ayuda a comprender el andlisis
algebraico. En la representacion constituida por un sistema de coordenadas, se hace
geometria a hacer agebra, y se ve @ agebra a través de la geometria. El dgebray la
geometria estan entremezcladas en la geometria analitica; una refuerzay aclara ala otra.

2. ¢Por qué las demostraciones? de Geor ge Polya

Como plantear y resolver problemas de George Polya, Editorial Trillas, México,
1987.

Se cuenta de Newton una anécdota clésica. Joven estudiante, comenzé el estudio de la
geometria, como era costumbre en su tiempo, por la lectura de los Elementos de Euclides.
Leyd los teoremas, constatd su exactitud y omitié las demostraciones, preguntandose por
gué se tomaban tantas molestias en demostrar verdades tan evidentes. Afios més tarde, sin
embargo, cambi6 de parecer y fue un admirador de Euclides.

Auténtica o no, esta anécdota nos lleva a la pregunta siguiente: ¢por qué aprender o ensefiar
las demostraciones? ¢Qué vale mas, nada demostrar, demostrarlo todo o demostrar en
parte? Y si solo se dan algunas demostraciones, ¢cdmo escogerlas?

|. Demostraciones completas. Para ciertos logicos solo existen las demostraciones
completas. Las asi denominadas no deben tener ninguna laguna, ninguna fala, ninguna
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incertidumbre de ninguna especie; de lo contrario, no es una demostracion. ¢Existen, en la
vida diaria, en € proceso de los tribunales, en la fisica, demostraciones completas segiin
dicha definicién? En realidad no. Es, pues, dificil de comprender como podriamos adquirir
la nocion de una demostracion tan rigurosamente concebida.

Podemos decir, exagerando un poco, que tal idea es debida a un hombre y a un libro:
Euclides y sus Elementos. En todo caso, incluso hoy en dia, € estudio de los elementos de
la geometria plana es e que suministra la mejor oportunidad de adquirir la nocion de la
demostracion rigurosa.

Tomemos como gjemplo la demostracion del teorema En todo triangulo, la suma de los
angulos interiores es igual a 180°." La figura 20, que es parte integrante de nuestro
equipaje intelectual, necesita poca explicacion.

B <! C
FiG. 20

Se ha trazado por € vértice A una paraldla a lado BC. Los angulosen B y C son
respectivamente iguales a los dos angulos exteriores formados en A, en virtud de la
igualdad de los angulos aternos internos comprendidos entre paralelas. Asi pues, los tres
angulos del triangulo son iguales a los tres angulos gue tienen por vértice comun e vértice
A y forman un angulo llano equivalente a dos angulos rectos. El teorema queda asi
demostrado.
Si un alumno termina sus estudios de matematicas sin haber comprendido realmente las
demostraciones de este tipo, estard en su derecho a recriminar a sus profesores. De hecho,
debemos clasificar las cosas seguin su importancia. Si degjamos que un alumno ignore tal o
cua hecho particular de geometria, no importa gran cosa, dado que probablemente no se
tenga que valer nunca de ello; pero s descuidamos e ensefiarle las demostraciones
geométricas, ignorara los mejores y més sencillos giemplos de la demostracion exacta y
perdera la mejor ocasion de su vida para adquirir la nocion de lo que es un razonamiento
riguroso. Falto de esta nocion, adolecerd siempre de la fata de un punto de comparacién
parajuzgar € valor de las "demostraciones’ que le propondra la vida moderna.
En suma, si la educacion tiende a dar al alumno la nocién de la demostracion intuitivay del
razonamiento |6gico, debera reservar un lugar alas demostraciones geométricas.
2. Sstema logico. La geometria, tal como se presenta en los Elementos de Euclides, no es
un simple conjunto de hechos, sino un sistema ldgico. Los axiomas, las definiciones y
proposiciones no estan agrupadas a azar, sino dispuestas en un orden perfecto. Cada
proposicion ocupa un lugar de tal suerte que resulta de los axiomas, de las definicionesy de
las proposiciones precedentes. Se puede considerar esta disposicion como € principal logro
de Euclides'y dicho sistema |6gico como el mérito esencial de sus Elementos.

" Es laproposicion 32 del Libro | de los Elementos de Euclides. La demostracion que sigue no es de Euclides,
pero era conocida por los griegos.
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La geometria de Euclides no es solamente un sistema l6gico, es e primero y € mas grande
gemplo de este género de sistema que otras ciencias han tratado -y tratan todavia- de
imitar. En cuanto a las que estdn més aejadas de la geometria, como la psicologia y la
jurisprudencia, ¢incluso ellas deben plegarse a dicha Iogica rigida? La pregunta es
discutible, pero nadie puede participar en e debate competentemente sin estar familiarizado
con €l sistema euclideano.

Ahora hien, € sistema descansa sobre demostraciones. Cada proposicién esta ligada por
una demostracion a los axiomas, a las proposiciones, a las definiciones que la preceden. Si

no hemos asimilado esta manera de demostracion, no podemos comprender la esencia
mismadel sistema

En resumen, s la educacion tiende a dar a alumno la nocion del sistema légico, debe
reservar un lugar alas demostraciones geomeétricas.

3. Sistema mnemotécnico. Es creencia del autor que las nociones de la demostracion
intuitiva, del razonamiento riguroso, del sistema |6gico son recomendables en la mayoria de
los casos. Hay, sin embargo, casos en los cuales € estudio de dichas nociones no se
considera absolutamente necesario, sea por falta de tiempo sea por alguna otra razon. Pero,
aun entonces, puede ser deseable conocer las demostraciones.

Estas suministran la demostracion intrinseca, permiten a sistema légico formar un todo, y
nos ayudan a recordar las diversas componentes de este todo. Tomemos e gemplo tratado
aqui antes (Fig. 20). Dicha figura pone en evidencia el hecho de que la suma de los angulos
de un triangulo vale 180°, relacionando este hecho con € de la igualdad de los angulos
alternos internos. Los hechos relacionados entre si son mas interesantes y maés faciles de
retener que los hechos aidados. Asi pues, la figura fija en nuestra mente dos proposiciones
geométricas relacionadas y, finalmente, lafiguray las proposiciones acaban formando parte
de nuestro equipaje intelectual .

Vayamos ahora a caso en gque no se pretende adquirir ideas generales, sino fijar solamente
ciertos puntos. Incluso en casos de ese tipo, los hechos deben ser presentados unos con

relacion a otros, en una especie de sintesis, dado que es més dificil retener detalles aislados,
pues se olvidan féacilmente. Cualquiera que sea la relacion que una los hechos de modo
sencillo, natura y durable, sed bienvenida. Tal sistema no necesita basarse en la |6gica,
pero debe solamente concebirse de un modo que ayude eficazmente ala memoria; debe ser
mnemotécnico. Afiadamos que, incluso en un sistema puramente mnemotécnico, las
demostraciones pueden ser Utiles, sobre todo si son sencillas. Por gemplo, el alumno debe
aprender e teorema relativo a la suma de los angulos de un triangulo y e de los angulos
alternos internos. ¢Existe algun procedimiento méas simple, mas natural o mas eficaz que €

de lafigura 20, parafijar estos dos hechos?

Resumiendo, aun sin dar particular importancia a las ideas légicas generades, las
demostraciones pueden ser (tiles tanto como el procedimiento mnemotécnico.

4. Sstema de recetario de cocina. Hemos expuesto las ventgas de las demostraciones, pero
nos hemos cuidado bien de no recomendarlas como una panacea universal. Existen, en
efecto, casos en los que es practicamente imposible utilizarlas, por gemplo, e de la
ensefianza del calculo diferencial e integral alos alumnos de ingenieria.

Para presentarse con un rigor conforme a las exigencias modernas, € caculo infinitesimal

exige demostraciones relativamente dificiles y sutiles ("demostraciones épsilon™). Sin
embargo, los ingenieros lo estudian en vista de su aplicacion y no tienen ni suficiente
tiempo ni suficiente practica ni suficiente interés para debatirse en demostraciones largas o
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apreciar sutilezas. En tales casos se tiende a suprimir todas las demostraciones; pero,
haciendo esto, se reduce € célculo infinitesimal a nivel de un recetario de cocina

El libro de cocina da una descripcién detallada de los ingredientes y del procedimiento,
pero no da razones ni demostraciones que fundamenten sus indicaciones o recetas,; la
demostraciéndel "pudding” reside en su sabor. El libro de cocina responde desde luego ala
perfeccion a su propdsito; no necesita apoyarse sobre ningun sistema 16gico o
mnemotécnico dado que sus recetas se escriben o se imprimen y no estan destinadas a
aprenderse de memoria.

Otra suerte corre € autor de un texto de calculo infinitessimal o € profesor universitario;
ninguno de ellos logrard su propdsito si siguen de cerca el sistema del libro de cocina. Si
expone métodos sin demostrar, sin motivar, dichos métodos no serén comprendidos; si da
reglas sin explicar, sin relaciones entre ellas, se olvidaran rapidamente. Las mateméticas no
se pueden demostrar a la manera de un "pudding”; s se excluyen todas las formas de
razonamiento, un curso de calculo infinitesmal se convertird en una especie de inventario
incoherente, sin la menor posibilidad de suministrar informacion alguna.

5. Demostraciones incompletas, El megjor modo de resolver e dilema que se plantea entre la
demostracién demasiado largay € libro de cocina podria consistir en utilizar -sin exceso- la
demostracion incompl eta.

Para un |6gico estricto, una demostracion incompleta no es demostracion. Y claro e, las
demostraciones incompletas deben distinguirse cuidadosamente de las completas;
confundirlas esta mal, hacer pasar una por otra es peor. Es penoso ver a autor de un texto
presentar una demostracion incompleta de manera ambigua, vacilando visiblemente entre la
verglienza y el deseo de hacer creer que la demostracion es completa. Las demostraciones
incompletas, sin embargo, pueden ser Utiles cuando se las emplea adecuadamente y con
buen gusto; tienen por objeto no e sustituir las demostraciones completas -1o cua no es
posible- sino el dar a una exposicion interésy coherencia.

Ejemplo 1. Una ecuacion algebraica de grado n tiene exactamente n raices. Esta
proposicion, llamada por Gauss el Teorema Fundamental del Algebra, ha de presentarse
con frecuencia a alumnos no preparados para comprender la demostracion. Saben, sin
embargo, que una ecuacion de primer grado tiene una raiz y que una de sgundo grado
tiene dos. Por otra parte esa proposicion comprende una parte facil de demostrar: ninguna
ecuacion de grado ntiene mas de nraices diferentes.

¢Congtituyen  los  hechos mencionados una demostracion completa del Teorema
Fundamental? De ningin modo. Bastan sin embargo, para presentarlo de un modo
interesante y plausible y parafijarlo en la mente de los alumnos, |o que es esencial.

Ejemplo 2. La suma de dos angulos formados por las aristas de un angulo triedro es
superior al tercero. Es evidente que €l teorema se reduce a afirmar que en un tridngulo
esférico la suma de dos lados es superior al tercero. Hecha esta observacion, pensamos
naturalmente en la analogia entre € tridngulo esférico y € tridngulo rectilineo. ¢Dichas
observaciones constituyen una demostracion? De ningln modo, pero nos ayudan a
comprender el teorema propuesto y recordado.

El primer gemplo presenta un interés histérico. Durante 250 afios aproximadamente, los
mateméticos creyeron en el Teorema Fundamental, sin conocer la demostracion perfecta,
de hecho sin mayores bases que las mencionadas aqui. El segundo giemplo muestra que la
ANALOGIA es una fuente importante de hipdtesis. En las mateméticas, como en las
ciencias naturales y fisicas, € descubrimiento nace a menudo de la observacion, la analogia
y la induccién. Esos medios, empleados con cautela para poner en pie un razonamiento
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heuristico plausible, son particularmente del gusto del fisico y del ingeniero. (Véase
INDUCCION E INDUCCION MATEMATICA, 1, 2, 3)

El papel y e nterés de las demostraciones incompletas se explican en parte en nuestro
estudio de la solucién. Una cierta experiencia del modo de resolver |os problemas muestra
gue la primera idea de una demostracion es con frecuencia incompleta. La observacion
esencial, la relacion principal, el germen de la demostracion, pueden haberse encontrado,
pero los detalles a menudo dificiles no vienen sino después. Algunos autores tienen el don
de no presentar mas que € germen de la demostracion, la idea principa bgo la forma méas
simple e indicar la naturadeza de los detalles restantes. Tales demostraciones, pese a lo
incompleto, pueden ser mucho mas instructivas que una demostracion presentada en todos
sus detalles.

Resumamos. las demostraciones incompletas pueden servir de procedimiento
mnemotécnico (pero, claro esta, sin pretender sustituir a las demostraciones completas)
cuando se busca una cierta coherencia de presentacion y no un encadenamiento |6gico
riguroso. Es muy peligroso hacer elogios de las demostraciones incompletas. Se pueden
evitar posibles abusos observando algunas reglas. En primer lugar, s la demostracion es
incompleta, hay que sefidlarlo en alguna parte, de un modo o de otro. Después, ningun autor
o profesor tiene el derecho de presentar una demostracion incompleta de un teorema si no
conoce muy bien la demostracion completa.

Por lo demés se puede confesar que no es facil el presentar en forma elegante una
demostracion incompl eta.

3. Cartadeamor a un trapezoide de Claudi Alsina

Carta publicada en € Rincon Matemético 2000
http://centrosb.pntic.mec.edies.juan.de.mairena/carta de amor a un trapezoide.htm

Querido trapezoide:

Le sorprendera que por primera vez alguien le haga una declaracién de amor y ésta no
provenga de una figura plana. Su pertinaz vivencia en € plano le ha mantenido siempre al
margen de lo que ocurre por arriba o por abajo, enfrente o detrés. Digamoslo claramente:
yo lo conoci hace afios pero usted aln no se habia enterado, hasta hoy, de mi presencia.
Debo pues empezar por e principio y darle noticia de como fue nuestro primer encuentro.

Ocurrié una tarde de otofio lluviosa. Una de estas tardes de octubre en que llueve a
cantaros, los cristales de los colegios quedan humedecidos y |os escolares sin recreo. Usted
estaba quieto en una pagina avanzada de un libro grueso que era nuestra pesadilla continua.
Me acuerdo aln perfectamente. Pagina 77, a final hacia la derecha, Fue a abrir esta
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pagina, siguiendo la orden directa de la sefiorita Francisca, nuestra maestra, cuando 1o vi

por primera vez. Alli estaba usted entre los de su familia, un cuadrado, un rectangulo, un

paralelogramo, un trapecio, un rombo, un romboide,... y jel trapezoide! Un perfil grueso

delimitaba sus desiguales lados y sus extrafios angulos. La sefiorita Francisca se fue

exaltando a medida que nos iba narrando las grandes virtudes de sus colegas cuadrilateros...

que si igualdades laterales, que si paralelismos, que si &ngulos, que si diagonales... y € rato

fue pasando y la sefiorita seguia sin decir nada. Como las sefioritas acostumbran a no

explicar lo més interesante, a mi se me ocurrio preguntarle

- Sefiorita... ¢y € trapezoide?

- Este-replicd la maestra- éste es € que no tiene nada

- ¢Nadadenada? - le repliqué

- S, nada de nada - me contestd

... y sono el timbre. Quedé fascinado: usted era un pobre, muy pobre cuadrilatero. Estaba

alli, tenia nombre, pero nada mas. Por eso ala mafiana siguiente volvi ainsistir en el temaa

la sefiorita.

- Asi debe ser muy fécil trabgjar con los trapezoides -le dije - ya que como no tienen
nada de nada no se podra calcular tampoco nada de nada.

- iAl contrario! Estos son, los més dificiles de calcular. Yalo vera cuando sea mayor.

Durante aguella época yo crei intuir que matematicas y cosas sexuales debian tener
algo en comun pues siempre se nos pedia esperar a ser mayores para “verlo”.

A usted ya no lo vi més, hasta que en Bachillerato don Ramiro nos obsequi6é con una
formula muy larga para calcular su érea. Esto me enfadé enormemente. Usted habia pasado
del "nada de nada’ a "todo de todo". A partir de entonces empecé a pronunciar su "oide’
final con especia desprecio “ jtrapez-OIDE!".

Nuestro siguiente encuentro tuvo lugar en una calle. De pronto miro € pavimento y
descubro con horror que le estoy pisando. Di un salto y me quedé mirando. jQue maravillal
Después de tantos afios sobre mosaicos llenos de angulos rectos ali estaba usted. El "nada
de nada’ era ahora una loseta. Dibujé aguel suelo y entonces marqué los puntos medios de
sus lados y empecé atrazar rectas y una maravilla de paralelogramos nacieron enmarcando
su repeticion. La sefiorita Francisca tenia razon en lo dificil que es tratarlo pero no la tenia
en le del "nada de nada’.

Y ahora al final de la declaracién sblo me queda pedirle una cosa. Por favor no diga
nunca a nadie que yo hice esta declaracion. Guarde esto en el centro del paralelogramo
inscrito que le acompafa. Y o guardaré su recuerdo, dibujandolo en todas las reuniones. Los
amores imposibles al menos tienen la virtud de ser duraderos. Suyo.

Claudi Alsina

4. Diélogos1

Dialogos 1 de Estudiar Mateméticas de Y ves Chevalard, MariannaBosch y
Josep Gascon SEP, México, 1998.
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Dialogos 1
L as matematicas se aprenden y se ensefian pero también se crean y utilizan

Profesora.- Asi que querias hablar del episodio de la Tienda de Matematicas...

Estudiante.- Si, eso es.

P.- Me parece un buen tema para empezar.

E.- Usted particip6 en la creacion del Instituto Juan de Mairena, ¢no?

P.- Si. Ademas formaba parte de los que apoyaban la idea de poner en marcha las Tiendas
en @ Instituto. Porque no solo hay una Tienda de Mateméticas...

E.- Ya. También hay unade Idiomasy Linguistica.

P.- Por giemplo.

E.- ¢Yaqué respondia la creacion de las Tiendas? En principio, si 1o he entendido bien, en
las Tiendas no hay ensefianza ni aprendizaje...

P.- Parece que |o has entendido bien.

E.- Pero entonces ¢para qué crear este tipo de... de ingtitucién, en un centro docente?

P.- Antes de responder, permiteme una pregunta. Has acabado recientemente la carrera de
Matematicas, ¢verdad?

E.-S.

P.- ¢Y me podrias decir por qué has estudiado esta carrera?

E.- Porque me gustan las mateméticas.

P.- jEstyoendo! jNo abundan los "amantes' de las mateméticas! Pero, en realidad, cuando
dices que te gustan las mateméticas, ¢quieres decir que te gusta aprender matematicas?

E.- Si, pero no eslo Unico. También me gusta ensefiarlas.

P.- Pefecto. S 1o he entendido bien, lo que has hecho con las mateméticas ha sido
aprenderlas para luego ensefiarlas. &Y a estas trabajando?

E.- No, todavia no. Pero doy clases particulares.

P.- Ah, ya Muy bien. Asi que, seglin parece, las mateméticas son para ti algo que se
aprende y también algo que se ensefia.

E.- Si, claro.

P.- Pues bien, sustituye ahora "mateméticas" por "fontaneria'. La fontaneria es algo que se
aprende y se ensefia.

E.-S.

P.- Pero supongo que te das cuenta de que esta afirmacion es incompleta, que le faltaalgo.
E.-...

P.- Sociamente. Faltaalgo.

E.-..

P.- S la fontaneria solo fuera algo que se ensefia y se aprende, ¢qué te parece que
ocurriria?

E.- Lo siento pero me parece que no lasigo... No veo lo que quiere decir.

P.- Te lo voy a decir claramente. S la fontaneria silo fuera algo que se ensefiay que se
aprende... jno habria fontaneros!

E.- Quiere usted decir que... jah, ya lo entiendo! S6lo habria alumnos de fontaneria y
profesores de fontaneria, pero no habria fontaneros. Seria algo asi como un circuito
cerrado.
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P.- Eso es, exactamente. Si tuvieras una averia, no encontrarias a ningun fontanero. Habria
gente que aprenderia fontaneriay gente que la ensefiaria, pero no habria nadie para arreglar
los grifos de tu cuarto de bafio. ¢Entiendes o que quiero decir?

E.- Creo que si... Es verdad. Pero en nuestra sociedad no solo hay profesoresy alumnos de
matematicas. También hay matematicos. Los mateméticos se corresponderian con los
fontaneros, ¢no?

P.- Si. En cierto sentido si.

E.- Entonces |o que quiere usted decir es que yo no soy matemético.

P.- No, no es exactamente eso. Normamente sblo se considera mateméticos a los que
investigan en mateméticas, alos que crean mateméticas nuevas. Pero no es esa la cuestion.
Consideremos las mateméticas que has aprendido. Porque has aprendido muchas
mateméticas...

E.- ¢Muchas? No <8, ago...

P.- Lo bastante como para que, con las mateméticas que has aprendido, puedas resolver
muchos de |os problemas matematicos que tienen 1os que no son mateméticos.

E.- ¢Como la profesora de biologia, 1a de la tabla simétrica?

P.- Exactamente. Es un buen gjemplo. Porque seguro que tu puedes resolverle e problema
a partir de las matematicas que has aprendido, ¢no?

E- Si, di, claro.

P.- Bueno, a lo que ibamos... ¢Has tenido alguna vez que resolver un problema de
matematicas para alguien de tu entorno? Me refiero a un problema que no haya propuesto
un profesor de matematicas, ni que haya sido pensado para aprender matematicas o
comprobar que se han aprendido correctamente. Como el caso de la tabla simétrica de la
profesora de biologia, por g emplo.

E.- Pero en ese caso, jno habria aprendido nada al resolver el problema de la tablal

P.- iEso eslo que te decial SAlo se te ocurre hacer matematicas con el objetivo de aprender
mateméticas. Y mafiana, cuando seas profesor, sdlo se te ocurrira hacer matematicas para
ensefiarl as, para que tus alumnos las aprendan.

E. - ¢Y no le parece suficiente?

P.- Para responderte, volveremos a principio, a lo de la fontaneria. Imagina que estamos
en una sociedad como la que hemos descrito antes, en la que solo hay profesoresy alumnos
de fontaneria, pero sin fontaneros. Supdn ademas que alguien necesita un fontanero y
recurre a un "estudiante avanzado" de fontaneria. ¢Me sigues?

E- S.

P.- Pues bien, supén ahora que este estudiante de fontaneria se comportara como ta
respecto de las matematicas. examina el "problema’ de fontaneriay se percata de que es un
problema muy simple, con € que no aprenderd nada que no sepa ya. Entonces, de una
manera u otra, se negara aintervenir...

E.- iCreo que exagera un poco, Profesoral En € fondo, estd usted diciendo que, para mi,
las matematicas solo existen en la medida en que tengo que aprenderlas o ensefiarlas. Y,
ademas, lo que usted se imagina no es verdad. Si alguien me pidiera que le explicara
alguna cuestion de mateméticas, no me negaria a hacerlo. jCon la condicion, claro, de que
yO mismo supiera hacerlo!

P.- Lo que acabas de decir muestra que aln no me entiendes bien. No se trata de explicar,
no se trata de hacer de profesor. Se trata de resolver un problema y de comunicar la
solucidn a la persona que |o necesita. Por ggemplo, no se trata de ayudar a la profesora de
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biologia a encontrar la férmula n(n+1)/2. Se trata sdlo de comunicarselay, S es necesario,
de decirle como utilizarla

E.- ¢Pero no seriamejor, para ella, que aprendiera a establecer la férmula por si misma?

P.- Si estuviera aprendiendo matematicas, quiza si, pero agui lo que ella necesita es una
formula. Es eso lo que pide. Y tU te comportas como un fontanero que, en lugar de arreglar
el grifo de tu casa, se empefia en ensefiarte como hacerlo ti solo. De hecho, padeces una
enfermedad muy comun entre la gente que no ha salido de la escuela...

E.- j¢Qué enfermedad?

P.- La enfermedad didéactica. Consiste en reducirlo todo al aprender y a ensefiar, olvidando
que los conocimientos también sirven para actuar. En la sociedad, ensefiar y aprender son
solo medios para que cierto nimero de personas adquieran |os conoci mientos necesarios para
realizar ciertas actividades. La enfermedad didéactica consiste en creer que toda la sociedad es
una escuela. Lo siento, pero todo e mundo no puede saberlo todo, cada uno de nosotros solo
puede dominar un pequefio nUmero de conocimientos.

E.- Pues si es asi, ¢por qué se obliga a los alumnos a aprender mateméticas?

P.- jAh! jEsperaba esta preguntal Aunque seguro gque no la acabas de plantear porgue te
interese la respuesta, sino sélo para tener un argumento a tu favor. Por eso prefiero que
volvamos a o que te preguntaba a principio de todo, y que todavia no has contestado: ¢has
tenido ya la ocasion de resolver un problema de matematicas porgue te lo encargaba o pedia
alguien?

E.- Ahora mismo no lo recuerdo. Pero, a pesar de lo que usted pretende, si se presentara la
ocasion seguro gue lo haria gustoso. De todas formas, no creo que nunca nadie me lo haya
pedido. .

P.- Pues mira, si alguna vez trabajas en e Instituto Juan de Mairena, tendras la ocasion de
hacerlo cuando te toque atender la Tienda de Matematicas. Pero seguiremos hablando de
todo elo d proximo dia, porque hoy ya se nos ha hecho tarde.

E.- Muy bien. Muchas gracias, Profesora.

¢Quésignifica" ser matematico" ?

E.- Buenos dias Profesora.

P.- Buenos dias. ¢Como vatodo?

E.- Bien, gracias. Pero...

P.- ¢Si?

E.- Le he estado dando vueltas a lo de la enfermedad didéctica.

P.- &Y bien?

E.- Pues... me ha degjado un poco perplgo. Y, ademés, ha ocurrido algo... Al volver a casa, €
otro dia... jEs reamente increible! Me llamd mi prima por teléfono... jY resulta que me
gueria consultar sobre, un problema de mateméticas!

P.- ¢Ah si? ¢A qué se dedicatu prima?

E.- Es correctora y trabgja para una editorial, pero no esté contratada. Le mandan libros y
otros textos a casa para que los corrija. Su problema es que tenia que hacer una factura de un
trabajo que habia realizado y queria cobrar por ello 45,000 ptas.

P.- y supongo que queria saber qué cantidad poner en la factura para que, a restarle €
I.R.P.F., le quedaran 45,000 ptas., ¢no?

E.- No, no exactamente...
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P.- ¢Ah no? ¢Entonces qué queria?

E.- Pues verd, alguien le habia dicho que bastaba con dividir entre 0.85.

P.- &Y bien?

E.- A dlano le convencia demasiado, no entendia por qué. Queria que se lo explicara, que
le dijera por qué habia que dividir entre 0.85.

P.- Ya. O, megjor dicho, queria que le aseguraras que era eso o que tenia que hacer. Queria
estar segura para no tener sorpresas mas tarde, para que no le pagaran menos. ¢Es eso?

E.- Si, mas o menos. De todas formas, se 1o he explicado: paratener 45,000, hay que pedir X,
tal que x menos d 15 % de x dé 45,000. Lo hemos escrito...

P.- ¢Pero no hablabais por teléfono?

E.- Si, le he dicho que lo escribiera en un papel. Y enseguida ha visto que se trataba de una
ecuacion de primer grado: x —0.15 x = 45,000. jY la haresuelto ella solal

P.- iMuy bien! ;Qué estudios tiene tu prima?

E.- Es licenciada en filologia. De letras, vaya.

P.- Luego, como ves, jno ha olvidado todo lo que aprendio en secundarial

E.- Precisamente. jLo hubiera podido comprobar solal Incluso lo del 0.85...

P.- Hubiera podido, pero no pudo. Necesitaba ayuda. Necesitaba la ayuda de un matematico.
Ta también habras arreglado alguna vez un grifo de tu casa. Pero en algunos casos tienes que
recurrir a un fontanero.

E.-..

P.- Y, a mismo tiempo, para que tengas que recurrir a un fontanero, debe haber un minimo
de dificultad, ¢no? O, por o menos, tiene que ser importante que el trabao se realice bien,
gue no sea una "chapuza'. Como en e caso de tu prima: tenia la solucion —bastaba con
dividir entre 0.85—, jpero eraimportante gque no hubiera ningun error!

E.- Si, yaveo. Parami no era un problema dificil...

P.- iY, sin embargo, aceptaste resolverlo!

E.- Si, si, claro. Parami no eradificil, pero para ella era muy importante.

P.- Exacto. Hoy has aprendido algo mas sobre como funciona la sociedad. Te felicito.

E.- Gracias. Pero ese diami prima necesitaba a un matemético, y usted insinué la Ultima vez
gue yo no era un matemético.

P.- iNo! jYo nunca he dicho eso! Tienes que prestar més atencion a lo que decimos. jEl
trabajo que realizamos necesita un poco de rigor!

E.- Lo siento, lo siento... ¢Me podria entonces precisar |0 que entiende por matemético? Es
lo que no llego a ver con claridad.

P.- Pues mira, hemos hablado de los mateméticos que investigan en mateméticas.

E.- Si.

P.- Este es un sentido un tanto restrictivo de |la palabra "matemético”. Te voy a proponer otra
definicion. Cuando alguien consulta a otro sobre una cuestion de mateméticas... Digamos,
cuando a una persona A, una persona B le consulta sobre algo de mateméticas, cuando B
otorga su confianza a A sobre la validez de la respuesta, cuando A acepta €l encargo de B y
se compromete —no necesariamente de manera explicita— a garantizar la validez de su
respuesta, entonces A es un matematico o una matematica. Mejor dicho, A es un matematico
para B.

E.- O sea que, segun su definicion, ser matemético no es una propiedad sino una relacion
entre dos personas, ¢no?

P.- Exacto.
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E.- Entonces, por gemplo, cuando A es uno de los profesores de mateméticas de la Tienda
gue contesta a la profesora de biologia, que es B, este profesor de matematicas, José, es un
matemético para B, la profesora de biologia.

P.- Exacto. Y cuando td, A, contestas atu prima...

E.- Soy un matemético para ela. Pero un matematico que investiga en matematicas sabe
muchas mas mateméticas que yo. E incluso que José. jCon su definicion todo € mundo
puede ser mateméti co!

P.- S quieres, si. Pero una persona dada solo sera matemética para ciertas otras personas. Un
investigador en mateméticas quiza no considere que tu eres un mateméatico.

E.- Quieresdecir... ¢l a puedo tutear, Profesora?

P.- jPor supuesto!

E.- Quiere usted decir... jPerdon! Quieres decir que me va a mirar con un poco de desprecio,
éno?

P.- No. Y s lo hiciera, seria ssmplemente porque entiende mal cémo funciona la sociedad.
Tu prima no tiene por qué consultar a un matematico especialista para resolver su problema.
Ademés de ser socialmente muy caro, seria sacar las cosas de quicio, como esas personas
gue van aver a un médico especiadista cuando tienen un simple resfriado.

E.- S, yalo veo.

P.- Espera. AUn hay dos cuestiones por clarificar. Para empezar, decias que un investigador
en matematicas sabe méas matematicas que tl y que José. Es sin duda cierto, por lo menos
es |o que suponemos. Pero, aungque sepa muchas mateméticas, no lo sabe todo. Ni €, ni €
conjunto o de los investigadores en mateméticas de todo € mundo. Y s alguien le
consultara sobre una cuestion que é no conociera, no habria ninguna diferencia entre
consultérselo a él y consultarselo a José o a ti. jLa persona que consulta se quedaria
igualmente sin solucion a problemal

E.- Si. Dicho de otro modo, ser matemético es relativo. Uno podra ser matemético para
ciertas personas y no para otras.

P.- Eso mismo. Y laley vale también para |los mateméticos investigadores. Pero dejemos
agui este tema. Ahora hay otra cuestion que queria examinar: la de cdmo se expresaria €l
hecho de que €l investigador en mateméticas del que hablabas no te considerara como un
matematico. La respuesta es smple: no se dirigiria a ti para pedirte que le resolvieras una
cuestion de mateméticas que é mismo no sabe resolver. En otras palabras, no te haria
nunca desempefiar el papel de matemético para él. No se estableceria, entre € y tU, esta
interaccion socia particular de "ser matemético para alguien”. Pero no hay razon alguna
para que te mire con desprecio.

E.- ¢Entonces por qué has dicho antes "quiza'?

E.- Si, has dicho: "...quiza no considere que tu eres un matematico". ¢Por qué "quizd'?

P.- Ah, yaveo lo que me preguntas. A lo mgor lafrase estd mal formulada. Lo que queria
decir es que, en algunos casos, si te podria solicitar como matematico. Si, por g emplo, te
pusieras a investigar en mateméticas y te pusieras a trabgjar con €, te convirtieras en su
colaborador. En este momento, podria ser que te pidiera hacer algun trabajo matemadtico...
E.- ¢Que é mismo no supiera hacer?

P.- No, te pediria que lo hicieras en su lugar. Pero no como alumno, Sino como una especie
de "ayudante de mateméticas'. Te pediria que le aseguraras la validez de las respuestas que
le dieses, que te responsabilizaras de tus soluciones.
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E.- Seria un poco como s, cuando se me estropea un grifo, aunque yo mismo lo sepa
arreglar, llamara iguamente a fontanero, por gemplo porque tendria otras cosas que
hacer, porque no tengo tiempo. ¢NO es eso?

P.- Si, algo asi. Salvo que en este caso no dirias que e fontanero es tu ayudante.

E.- Vade, vale. Pero tengo otra pregunta. Cuando Jose responde a la profesora de biologia,
hace de matemético para ella

P.- Si.

E.- Y cuando José esta en clase con sus alumnos, ¢también es un matematico?

P.- iBuena pregunta! A lo mejor la podrias contestar tu solo. Piénsatelo un poco... ¢En qué
circunstancias e profesor aparece claramente como un matemético —en el sentido que
hemos dicho antes— para sus alumnos?

E.- Nolo s£... ¢Cuando corrige un problema, por gjemplo?

P.- En ese caso, los dumnos esperan que la olucion que les da € profesor sea correcta,
no?

E.- Si, claro.

P.- Luego sus aumnos lo consideran como un matemético.

E.- Pero en este caso, ¢podemos decir que los alumnos necesitan la solucion que el
profesor les day cuya validez les garantiza, del mismo modo que mi prima necesitaba que
le garantizara la respuesta a su pregunta?

P.- iVeo que empiezas a entender|o!

E.- Gracias...

P.- Asi, en tu opinién, ¢Ja necesitan o no?

E.- S d profesor les diera una solucion fasa.. jEllos necesitan la respuesta correcta para
aprender! Si & profesor les diera una solucion falsa, molestaria mucho a los alumnos.
Algunas veces ocurre.

P.- Es verdad. En cuyo caso € profesor no resultaria ser un buen matemético para sus
alumnos. Acabas de dar en @ clavo: los aumnos necesitan soluciones correctas porque
para ellos son instrumentos para aprender. Tienen una necesidad matemética de origen
didéctico...

E.- Perdona que te interrumpa. Pero de ahi deduzco que los profesores de mateméticas son
matematicos para sus alumnos.

P.- Si, en efecto.

E.- Pues, entonces tengo otra pregunta. Los alumnos de una clase de mateméticas, ¢también
son matematicos en el sentido que hemos dicho?

P.- iMuy buena preguntal Pero también |a puedes contestar tu solo.

E.- Si. Pienso en dgo... S a un aumno, pongamos de 1° de ESO, le pide su hermano
pequefio que esta en primaria que le compruebe unas operaciones que tenia que hacer,
entonces este alumno hace de matematico para su hermano pequefio.

P.- Estamos de acuerdo. ¢Y ?

E.- Y ocurriralo mismo con otro alumno de su clase. Aunque quiza sea menos frecuente.
P.- Si. Pero te advierto que la pregunta que planteabas era: ¢puede un alumno de una clase
de mateméticas ser un matemético en cuanto alumno de esta clase? y en los g emplos que
acabas de dar, no lo consideras como alumno detal o cua clase. ¢Entonces?

E.- Quieres decir si el alumno puede hacer de matematico para sus comparieros o incluso
para el profesor. ¢ES eso?

P.- Si, es0 mismo. &Y bien?
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E.- Pues, para el profesor, supongo que & alumno no es un mateméatico. Es alo sumo un
aprendiz de mateméticas, pero ni siquiera un ayudante de matematicas.

P.- ¢Y respecto de sus comparieros?

E.- Esto yalo hemos visto. Puede ocurrir que tenga que hacer de matematico para alguno
de sus comparieros de clase. Pero esta situacion no se da todos los dias.

P.- Bueno. Pues ahora soy yo la que te voy a hacer una pregunta. Si los alumnos nunca
hacen de matematicos respecto a profesor ni, de manera oficial, respecto de los demés
alumnos, ¢qué vaaocurrir? ¢Veslo que pasa?

E.-..

P.- Decimos que si A es un matematico para B, A se responsabiliza de lavalidez de las
respuestas gue da a las preguntas de mateméticas que le plantea B.

E.- Si.

P.- ¢Luego...?

E.- jAhyal Quieresdecir que s & alumno nunca hace de matematico para e profesor,
entonces nunca se responsabiliza de la validez de las respuestas que da.

P.- ¢Luego...?

E.- Luego, concretamente, el alumno resuelve problemas que le plantea el profesor, pero no
se responsabiliza de la validez de su respuesta. Esperara que el profesor le diga s esté bien
o mal. Eslo normal, dado que € profesor no lo considera como un matemético.

P.- iVeo que empiezas arazonar! Y acabas de poner e dedo en uno de los problemas
didéacticos més dificiles. ¢Qué hacer para que el alumno sea alavez aumno y matemético?
Es decir, para que reconozca al profesor como matemético, pero también asuma hacer é
mismo de matemético, y responsabilizarse de las respuestas que da a las cuestiones que se
le plantean.

E.- Si, yaveo. Por ggemplo, €l profesor podria pedir alos alumnos que, de vez en cuando,
fueran ayudantes de mateméticas, dandoles pequefios trabajos Utiles 0 necesarios para la
vida matemética de la clase. Por gjemplo, €l profesor podria pedir a equipos de alumnos
gue redactaran las correcciones de |os gercicios que se hacen en clase, para repartir
después estas correcciones entre |os demés alumnos.

P.- Lo que dices no es ninguna tonteria. Pero el problema didéactico del que te hablaba es
mucho mas complicado que todo esto. Y prefiero que lo dgiemos aqui por hoy...

E.- jEsperal Te queria hacer otra pregunta antes de acabar.

P.- Bueno, pero serala Ultima.

E.- Es respecto alatienda. Has dicho que habias apoyado la idea de la creacion de Tiendas
en e Instituto Juan de Mairena.

P.- Si.

E.- He pensado que era porque querias que los profesores de mateméticas se acordaran
constantemente de que también son matematicos —en e sentido que has dado antes—.

P.- Si.

E.- Pero justamente ahora hemos visto que un profesor de mateméticas es necesariamente
un matematico para sus aumnos. Si se le considera profesor de mateméticas, y s acepta
serlo, entonces quiere decir que debe garantizar la validez de lo que dice en materia de
mateméticas. Por lo tanto, es un matematico. Todo profesor de mateméticas es matemético
para aquellos que lo ven como un profesor de matematicas y frente a quienes € se
considera profesor de mateméticas.

P.- Es un buen razonamiento. Sigue.
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E.- Si. Pero entonces, ¢por qué quieres que también sea mateméatico para otros que no son
sus dumnos? Quiero decir en la Tienda de Mateméticas. jEsta es la preguntal

P.- Muy bien. jEs una bonita preguntal Para contestarla, voy a afiadir una observacion a tu
peguerio razonamiento. Un profesor de matematicas es un matematico. Pero un matematico
no es necesariamente profesor de matematicas. Por gemplo, cuando José responde a
"pedido” de su colega de biologia, hace de matematico para €ella, pero no es su profesor de
matematicas.

E.- Si, de acuerdo.

P.- Y ahi, wes, volvemos a encontrar la enfermedad didéctica. Un profesor de mateméticas
es, ciertamente, un matemético. Pero lo puede olvidar fécilmente s sdlo hace de
matematico para sus alumnos. Si solo es matematico por razones didécticas. O, por decirlo
de manera mas técnica, si s0lo es matematico para satisfacer necesidades mateméticas de
origen didéctico. Porque se olvida entonces que hay necesidades mateméticas que no son
de origen didactico.

E.- Como lo de mi prima, por gemplo.

P.- Exacto. La Tienda est4 ahi para recordarles que pueden ser mateméticos para otros,
ademés de para sus alumnos. Para recordarles que hay necesidades mateméticas que no
tienen nada que ver con el aprender y el ensefiar matematicas... Y, finalmente, porque estas
necesidades matematicas... jbien hay que satisfacerlas! Eso es todo. ¢Te parece suficiente?
E.- Si.

P.- Pues |o dgjaremos aqui por hoy.

E.- Como quieras. Gracias.

¢Por qué hay que estudiar matematicas?

P.- Y bien, ;cOmo estés esta semana?

E.- Muy bien, gracias. Pero te ruego me disculpes por lo de la Ultima vez. Esperaba a un
amigo para que me arreglara el ordenador...

P.- Si, si. No te preocupes. Mgor no nos demoremos y retomemos €l trabgjo.

E.- Si. Ademés he escuchado la grabacion de nuestra Gltima sesion de trabagjo y me han
guedado algunas dudas. ¢Qué te parece si empezamos por ellas?

P.- Adelante.

E.- Bueno... Hasta agui hemos dicho que las mateméticas no existen solo para que la gente
las aprenda y las ensefie. Es algo que sirve para resolver ciertas cuestiones. Cuando uno se
plantea un problema de mateméticas, puede ir a consultar a un "matemético” —en €l

sentido que tu propones—. Estoy de acuerdo. El olvidar que las mateméticas sirven sobre
todo para resolver problemas, eso es la enfermedad didéctica. Muy bien.

P.- Si. Aprender y ensefiar son medios al servicio de un fin.

E.- ESo mismo.

P.- Pues, adelante con tu pregunta.

E.- Mira. Si, a encontramos con una cuestion de mateméticas, podemos en todo momento
hallar en nuestro entorno a un "matemético” para que ros la resuelva, ¢por qué se obliga a
todos los alumnos a aprender mateméticas en la escuela? Esta es mi primera pregunta.

P.- Ya. Dgame decirte que tu pregunta es muy ingenua, aunque no por ello deja de ser una
buena pregunta.

E.- ¢Por qué muy ingenua?

P.- Pues, porque olvidas a la mitad del mundo.
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E.- No te entiendo...

P.- No me entiendes. Bueno. Pues esclichame bien. Cuando eras pequefio, supongo que
algunas veces te caias, te hacias dafio o te salia un grano en la nariz. ¢Y qué hacias en estos
casos? |bas a ver a tu padre 0 a tu madre, 0 quiza a tu prima, para que te curaran la herida.
Y, por g emplo, tu madre te decia: "No esnada..." Y te ponia un poco de mercromina.

E.- iSi, no me gustaba nada la mercrominal

P.- Bueno, a ver, ¢Como interpretarias tu la interaccion social entre tu y tu madre, en este
caso?

E.- Yaveo por donde van los tiros. Quieres decir que en este caso yo era B, mi madre era A
y B hacia que A desempefiara €l papel de médico paraB.

P.- Exacto. Ahora bien, ¢es acaso tu madre un médico en el sentido habitual, legal, de la
palabra?

E.- No.

P.- Y sin embargo hacia de médico para ti. En tanto que a tu madre le era muy dificil
negarse a cuidarte alegando que no era médico. No le quedaba mas remedio. Tu le
imponias —sin saberlo— una responsabilidad "médica’. De manera limitada, pero real.

E.- Si, pero también me hubiera podido llevar al médico, a uno de verdad.

P.- Ta vez. Pero en este tipo de casos, de hecho, no lo hacia. Asumia su papel de médico.
ilmagina ademés lo que pasaria $ acudiéramos a médico cada vez que tenemos una
heridital Por cierto, estoy casi segura de que, en lo que va de mes, habras hecho de médico
paraaguien, ¢no es cierto?

E.-Nolo ... {Si, esverdad! La semana pasada uno de mis comparieros se resfrio y, como
Vi que no se cuidaba, le di una medicina que me quedaba de un resfriado que habia tenido
dos semanas antes.

P.- Y en este caso, ademas, no fue @ quien te pidid que hicieras de médico parad.

E.- Es verdad, fue espontaneo.

P.- Otra cosa. La semana pasada no nos pudimos encontrar porgue tu amigo vino a
arreglarte é ordenador ala hora a la que habiamos quedado.

E.- Si, laverdad es que lo siento mucho, Profesora.

P.- Tranquilo, no pasa nada. ¢Tu amigo es informético?

E.- iNo, qué val Es musico.

P.- Y cuando tienes un problema con & ordenador, ¢siempre recurres a él?

E.- Si, sabe mucho de maquinas...

P.- Asi, ¢estu informético?

E.- Si. Y esverdad que s é no supiera solucionarme los problemas tendria que recurrir a
un informé&tico de verdad.

P.- No estoy muy segura. Porque un informético de verdad, hoy en dia, no se sabe muy
bien lo que es —en € sentido en & que habldbamos de un médico de verdad, claro—. La
situacion no es tan clara, los papeles gque asume cada uno son mucho més flexibles en este
campo. Pero no importa. Lo que también puede ocurrir es que algun dia tu tengas que
hacer de informético para alguien de tu entorno.

E.- Es verdad, ya me ha ocurrido. Pero s te entiendo bien, 1o que quieres decir es lo
siguiente: nos puede ocurrir, a cada uno de nosotros, que tengamos que hacer de
informatico, de médico o de matematico para otra persona. ¢Es eso?

P.- jExactamente! Y ahora podemos volver atu pregunta. No sdlo se aprenden matematicas
para hacer de matemético de uno mismo. Porque es verdad que uno siempre encontrara a
alguien més o menos cercano que le pueda resolver sus problemas. A menos, claro, que nos
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planteemos cuestiones muy dificiles. Pero entonces es como con una enfermedad grave:
hay que ir a ver a un especiaista. No. En realidad, hay una buena razén para aprender
mateméticas porque, en la vida social, uno se puede ver conducido, e incluso obligado, a
hacer de matematico para alguien. Lo saben muy bien los padres que no han ido a la
escuelay que, cuando sus hijos son pequefios, se ven obligados a hacer de mateméticos, de
graméticos, de historiadores, etc., para ellos. Es a veces doloroso que, por falta de
instruccion, no podamos ser 1o que los deméas —a veces aguellos que nos importan mas—
esperan que seamos. Porque nos da la impresion de que no tenemos valor social, o familiar.
Somos una madre, un padre o un amigo del que casi no se puede esperar nada.

E.- jTengo algo que objetar, Profesoral

P.- Dime...

E.- Pues bien, en primer lugar, este "valor social" del que hablas no se desprende solo de lo
gue se aprende en la Escuela. Mi abuela no fue nunca ala escuelay, para mi, sabia muchas
cosas en muchos ambitos...

P.- Si. Y viceversa. Uno puede estar muy instruido y no tener ningun valor social, por
gjemplo porque lainstruccion que harecibido no se dgja ver en interacciones sociales, no le
permite hacer de matematico, de médico, de consgero fiscal o de lo que sea. Fijate que es
hacia ahi exactamente que nos encaminamos cuando, como parecias considerar, uno
aprende matendticas, biologia o 1o que sea sélo para uno mismo, creyendo que el estudio
sejustifica solo por el hecho de sernos Utiles a nosotros en primera persona.

E.- Quieres decir que es una concepcion de las cosas muy egoista.

P.- O, digamos, individuaista. Pero degjemos de lado la moral. Es una vision de las cosas
gue no se corresponde con los hechos, con la manera que tenemos de vivir concretamente
en sociedad, con la familia, los vecinos, los amigos, etc.

E.- Si, es verdad. Pero entonces tengo otra objecion. Has dicho que, en la practica, nos
vemos todos conducidos, un dia u otro, a hacer de médicos o de mateméticos para alguien.
Y ello porque uno no va a consultar a un médico o a un profesor de mateméticas cada vez
gue tiene una heridita o que tiene una pequefia dificultad de tipo matemético.

P.- Si.

E.- Pero podemos llevar este razonamiento a extremo. En algunos casos, no molestaremos
a nadie, ni siquiera en nuestro entorno mMas proximo. Seremaos nuestro propio médico o
matematico. Asi pues, no es sdlo para los otros que aprendemos, €s primero para uno
mismo.

P.- Veo que piensas. Y ademas piensas bien.

E.- iGracias, Profesoral

P.- Tienes toda la razon. Pero como ves, es siempre la misma razén. No hay un yo, por un
lado, y los demas por €l otro lado. Hay lo que puedo hacer por mi misma, sin molestar a
nadie, y aquello para lo que necesito recurrir a alguien de mi entorno. Y después hay lo
gue me obliga a buscar la ayuda de alguien mas ae€jado, un médico, un fontanero, un
profesor, etc. Ademas, fijate que, para poder hacer esto, se tiene que cumplir una
condicion: que cada uno tenga una instruccion suficiente como para saber en qué ambito
situar las dificultades que le van surgiendo, para saber s puede resolverlas por si mismo o
S es méas razonable pedir la ayuda del préjimo, o aun si esta ayuda va a ser suficiente o no.
Es necesario un minimo de instruccion en cada anbito, una instruccion basica

E.- jPues, entonces, todavia tengo otra objecion!

P.- Adelante.
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E.- Mira, si consideramos todas las dificultades que uno puede encontrar en la vida o sobre
las cuales puede ser consultado... por gemplo, hace unos dias un amigo mio tuvo un

conflicto con la propietaria de su piso, y me pidié consgjo.

P.- Queria que le hicieras de "asesor juridico".

E.- Eso es. Pero esto, precisamente, no forma parte de 1o que se ensefia en la Escuela. Para
tener un verdadero valor social, como tu decias, también tendriamos que instruimos en este
ambito. jY en muchos otros!

P.- Si, si, es verdad. Y agui volvemos a caso de tu abuela. Para vivir bien y ayudar a los
demés a vivir bien, hay que adquirir todo tipo de competencias. La instruccion "formal”, la
de la Escuela, nos proporciona un minimo, o mejor una base, un fundamento. Muchas
veces, el resto de competencias que adquirimos es el fruto de una instruccion "informal™,
dada por diferentes circunstancias de lavida.

E.- ¢Me puedes dar un gemplo?

P. - Si. Volvamos a las mateméticas y a la Tienda de matematicas, porque eso es lo que
estudiamos, ¢no?

E.- S, s

P.- Vde. Los profesores de matematicas, Marta, José y Luis, han recibido una instruccion
"formal” en matematicas. El episodio a que hacemos referencia ocurrio hace algunos afos.

Sabes que durante la reunién evocaron una cuestion que les planted una colega de
mateméticas...

E.- Si, la que queria saber en qué casos cos (r p), donde r es un nimero racional, puede
escribirse con una superposicion de radicales. He pensado en la cuestion y no veo por
dénde cogerla.

P.- Pues, precisamente, a esta hora, supongo que €ellos si deben saber como contestar,

aunque su respuesta sea incompleta. La respuesta no la han aprendido durante sus estudios
de matemadticas, ni en @ ingtituto ni en la universidad, sino araiz de su trabajo en la Tienda
de Matematicas. ¢Entiendes o que quiero decir?

E.- Si. Pero esto representa muy poco en comparacion con lo que han aprendido durante
sus estudios "formales’.

P.- No te engafies. En redidad, cuanto més envejecemos, mas conocimientos tenemos
como fruto de una instruccion informal, adquiridos en situaciones en las que no habia un
profesor para ensefiarnos. Por gjemplo, |o que sabe un investigador de un area dada es en
gran parte el resultado de unainstruccién informal adquirida durante las investigaciones en
las que ha participado, ya sea como director, como colaborador o0 como ayudante. Y esto es
tanto méas verdad cuanto méas vigjo se es. jDimelo a mi!

E.- Tampoco erestan viga...

P.- iMiralo él, qué simpatico de repente! Gracias, pero ahora tenemos que dejarlo. Nos
veremos la semana que viene, tal como habiamos quedado.

E.- Si, gracias. Hasta la proxima.

La didactica de las matematicas, ciencia del estudio
E.- Buenos dias, Profesora.
P.- Buenos dias. Supongo gue debes tener alin alguna pregunta, ¢no?

E.- Si, claro. La Ultima vez tomaste € gjemplo del coseno...
P.- S
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E.- Y hevuelto a pensar en lo de la enfermedad didactica. Has dicho que la Tienda permitia
a los profesores recordar que son matematicos, y no solo para sus alumnos.

P.- Si, les recuerda que las matematicas no son solo algo que se aprende y que se ensefia.

E.- Eso es. Pero entorces, con lo de los cosenos, |os profesores tendran que aprender cosas
nuevas, puesto que en un principio no saben contestar a la pregunta.

P.- Claro.

E.- jY entonces vuelven a caer en la enfermedad didactical

P.- jEspera, esperal No hay que ir tan rapido. No todo es enfermedad didéctica. Estos
profesores tienen que aprender cosas, pero no para ensefiarlas mas tarde. Lo que quieren es
poder resolver una cuestion que alguien les ha planteado. Si te acuerdas, se trataba de
colaborar en la actualizacion del Curso de Trigonometria del Instituto.

E.- Esoes

P.- Aprender, en este caso, es para estos profesores un medio a servicio de un fin que no es
ensefiar |0 que habran aprendido sino responder a una cuestion que se les ha planteado. En
muchos casos, pararesponder a las cuestiones planteadas, no tendran que aprender nada; o
tendran que hacer, y punto.

E. - Por giemplo, en el caso de latabla simétrica de |a profesora de biologia.

P.- Eso mismo. Pero agui quisiera introducir otra consideracion.

E.- ¢SI?

P.- Para aprender la informacion necesaria para contestar a la cuestion del coseno, los
profesores no reciben ninguna ensefianza. Creo que eso es |o que pasd. La enfermedad
didéactica también consiste en creer que, para que alguien aprenda algo, tiene que seguir un
Curso, o recibir clases sobre ese algo.

E.- ¢Entonces quieres decir que la ensefianza no es imprescindible?

P.- iClaro que no! Volviendo a donde estaba. Estos profesores tienen que estudiar una
cuestion. Esa es la palabra clave: "estudiar”. Para aprender 1o que quieren saber, van a
estudiar. Para estudiar, podran tomar clases o seguir un curso sobre el tema en cuestion.
Pero muchas veces no podran contar con esta ayuda. Eso es lo que ocurre con lo que he
[lamado la "instruccion informa™. Nos tenemos que instruir, pero sin profesor, sin
ensefanza.

E.- Entonces, ¢cudl es €l papel de la ensefianza?

P.- Es una ayuda. Es una ayuda Util, potente. Eso es justamente o que uno descubre cuando
tiene que estudiar sin profesor. Es como si ahora tu quisieras instruirte sobre la cuestion del
coseno. Eso es lo que queria decir, y nada mas.

E.- S me permites, Profesora, voy a intentar resumir o dicho hasta agui...

P.- Muy bien, adelante.

E.- En ciertos casos, para poder actuar, hay que aprender. Para aprender, estudiamos. Un
medio para estudiar es seguir un curso o tomar clases. Pero muchas veces, cuando uno ya
no esta en la escuela, tiene que estudiar de otra forma, porque no encuentra una ensefianza
"hecha a medida’.

P.- Eso mismo. Y afadiré algo més. incluso cuando existe una ensefianza "hecha a
medida’, como tu dices, estudiar no se reduce al mero hecho de asistir a clase. Pero
supongo que este tema lo volveremos a tratar mas adelante.

E.- Si, de acuerdo. Pero ahora tengo otra pregunta, siempre sobre la enfermedad didactica.
P.- Te escucho.
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E.- Cuando trabagjan en la Tienda, José, Luis o Marta hacen de matematicos, pero no de
profesores de mateméticas. Este era precisamente uno de los objetivos de la creacion de
una Tienda de Mateméticas en el Ingtituto.

P.- Si.

E.- Pues entonces, en algunos casos —no en todos, claro, pero si en algunos—, tendran que
aprender cosas que no sabian de entrada. No ensefiar, pero si aprender. Y yavolvemos alo
didéctico. Si no es asi, ¢a qué llamas tu "didéactico"?

P.- Tienestoda la razén. Pero antes de contestar a tu pregunta, te recordaré brevemente €l
esguema de organizacion de la Tienda. En la Tienda propiamente dicha, se toman los
"encargos' de los clientes. Digamos que se reciben sus problemas y se discute con ellos
para hacerles precisar qué es |o que necesitan. Ademas, para realizar |os pedidos, la Tienda
necesita un taler: e Taller de Mateméticas del Instituto. En € Taler, se "fabrican" las
respuestas a las cuestiones planteadas. Algunas veces, los miembros del Taller disponen de
todo lo necesario -en términos de conocimientos mateméticos- para fabricar la respuesta...
E.- Como en e caso de latabla simétrica o de los tendederos de Maria.

P.- Exacto. Este es un primer caso. También hay un segundo caso, que es € de |os cosenos.
Aqui, e Tdler de Matematicas no dispone a priori de los elementos necesarios para
fabricar una respuesta apropiada.

E.- Hubieran podido rechazar € encargo, ¢no?

P.- Claro, claro. No siempre encuentras en € supermercado lo que quieres o lo que podrias
desear. Por gemplo, s vas a supermercado de tu barrio para comprar una tonelada de
arroz, seguro que te dirén que no aceptan el encargo.

E.- jHombre, pues claro!

P.- Bueno. Pues, en e caso de los cosenos, € Taler de Matematicas, o por |0 menos
algunos de sus miembros, se van a poner atrabajar para estudiar la cuestion que les ha sido
planteada.

E.- Tendran que estudiar.

P.- Si, eso mismo. Y ahora contestare a tu pregunta. El adjetivo "didactico” se corresponde
con € sustantivo "estudio”. Un proceso didactico es un proceso de estudio.

E.- ¢Entonces afectaa alumno?

P.- Siy no.

E.- ¢Qué quieres decir?

P.- Pues bien, en un proceso didéctico, en un proceso de estudio, la distincion alumno-
profesor no aparece necesariamente n marcada como cuando nos referimos a marco
escolar, con un profesor por un lado y los aumnos por e otro. En € caso dd Taler de
Matematicas, hay un equipo que va a estudiar la cuestion del coseno. Aparentemente, €l
equipo se va a organizar en torno a Luis. Podemos suponer que es Luis quien dirige €l
estudio.

E.- ¢Lo que quiere decir...?

P.- Lo que quiere decir, por ejemplo, que serd él el responsable del avance del estudio frente
a Taler de Mateméticas. Lo que quiere, decir también que, en la préactica, sera él € que
debera abrir laruta, mostrar €l camino y guiar todo €l proceso.

E.- Serd e lider del equipo!

P.- Si, si lo quieres decir asi. En un proceso didactico, siempre aparece una comunidad cuyos
miembros desempefian papeles mas o menos diferenciados. Si nos referimos a marco
escolar, € lider, € director de estudio, es generamente € profesor. Lo que la gente llama €l
proceso de ensefianza/aprendizaje es, de hecho, una forma particular del proceso didactico.
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Por lo tanto, la didactica de las matematicas es la ciencia que estudia | os procesos didacticos,
los procesos de estudio de cuestiones matematicas.

E.- jEntonces el &mbito de esta ciencia es mas amplio que el mero estudio de lo que ocurre
en unaclase!

P.- Si. Es mas amplio porque, como ves, la didactica de las mateméticas se propone entender
0 andizar tanto los procesos didécticos relacionados con € Taler de Matematicas, por
ejemplo, como los procesos didacticos que se producen en una clase normal de matematicas.
Y, d mismo tiempo, no hay que olvidar que, para que una clase funcione, tienen que existir
también procesos didacticos fuera de la clase. Los alumnos tienen que estudiar por si
mismos, individualmente 0 en grupo. Estudian a veces con la ayuda de sus padres, o incluso
bajo la direccion de sus padres, siempre en relacion con la clase pero fuerade éla. O sea lo
gue ocurre en clase genera toda una serie de procesos didécticos. Y en estos procesos
didécticos, e esquema del alumno y del profesor, € esquema de la ensefianza/aprendizaje,
no es, como ves, e mejor. En un grupo de alumnos que trabajan juntos sobre algo que les ha
encargado el profesor, podra haber algunos alumnos que hagan de cabecillas paraimpulsar €l
proceso de estudio, sin que ninguno de ellos se tenga por el profesor. Y, evidentemente, sin
gue haya enseflanza. Ademas, también podran pedir ayuda a alguien que no sea del grupo,
como un alumno mayor o un adulto, etc. En este caso no habra clase, ni profesor, pero si
proceso didactico.

E.- Entonces, estos procesos didacticos particulares en los que participan los alumnos —con
sus comparieros de clase, sus padres, etc. — son en realidad "subprocesos’ del proceso de
ensefianza/aprendizaje que conduce € profesor.

P.- Cierto. Y es conveniente que todos estos subprocesos converjan para hacer avanzar el
proceso didéactico que dirige € profesor. S sOlo hablaramos del proceso de
ensefianza/aprendizaje, sOlo pensariamos en un modelo bastante particular de proceso
didactico. Y esto no es lo megjor para entender, en general, lo que es estudiar. Ademas hay
una tendencia a olvidar que el proceso de ensefianzal/aprendizaje solo puede existir s se dan
al mismo tiempo otros procesos didéacticos —que podemos llamar periféricos, si quieres—.
Y todos estos "olvidos' no ayudan a entender |o que pasa en unaclase.

E.- Yaveo...

P.- Espera un momento. Cuando digo "hay una tendencia a olvidar", quiero decir que €
profesor tiende a olvidar, y también € alumno.

E.- Si, vale, vale. Aunque hay un caso que no has citado. Es & del alumno que estudia solo,
pero en relacion con e trabgjo de clase. Solo, sin que nadie le ayude. jEs, sin embargo, un
caso muy tipico!

P.- Si, totaimente. Y ahi, ves, también hay un proceso didactico, aunque no haya proceso
de enseflanza. La comunidad de estudio se reduce a una sola persona, y esta persona es su
propio director de estudio.

E.- Bueno... jPero alin me quedan dos preguntas!

P.- ¢Ah, si?

E.- Hemos dicho que para aprender algo uno estudia. También hemos dicho que podia
haber estudio sin enseflanza, aungue una ensefianza resulte casi siempre muy Util. Mi
pregunta es: ¢puede haber aprendizaje sin enseflanza e incluso sin estudio?

P.- Claro que si. Incluso te diré que una parte importante de lo que hemos llamado
"instruccién informal” es el resultado de un aprendizaje que no proviene del estudio.

E.- Asi, todo proceso de aprendizaje no es un proceso didéctico.

P.- No.
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E.- Y ladidéctica solo se interesa por |os procesos didécticos. ¢L.o he entendido bien?

P.- Si. Pero tu descripcién es incompleta. En realidad, se pasa siempre muy rapido, y sin
cas darse cuenta, de una cuestion informal a un esbozo de estudio: intentamos informamos
sobre algo, preguntamos a los de nuestro alrededor, probamos a ver qué pasa, 0 incluso nos
compramos un libro. Muy a menudo, es verdad, estas tentativas fracasan. Lo que quiero
decir es que todas las actividades humanas suscitan procesos didacticos o, s prefieres, que
estamos constantemente a punto de pasar de una actividad habitual, no didéctica, a una
actividad didactica.

E.- jEslaenfermedad didactical

P.- iNo! Precisamente, la enfermedad didactica consiste en no saber distinguir entre o no
didéctico y lo didactico. No se puede entender qué es lo didactico si uno no tiene una idea
clara sobre lo no didactico. ¢Me sigues?

E.- Creo que si. Por eso dices que, en mateméticas, hay que hacer pequefios trabajos
matematicos que se puedan realizar a partir de lo que uno ya sabe, es decir tener una
actividad no-didactica. Y todo como condicion para entender mejor y saber conducir mejor
una actividad didactica

P.- Si, eso es. Ahora entiendes mejor lo de la Tienda de Matematicas.

E.- Si. Pero alln me queda una pregunta. ¢Puedo?

P. - S, claro.

E.- He pensado en tu definicién de matemético. En lo que a mi respecta, me parece que he
tenido muy pocas ocasiones para hacer de matemético -fuera de las clases particulares,
claro-. En € fondo, tengo la impresién de que se me presentan méas oportunidades de hacer
de médico o de informético que de matematico.

P.- No te equivocas, no. Es verdad que la gente tiene mas tendencia a pedir consgjos a su
alrededor en cuestiones de salud o, méas en general, de su vida cotidiana. jE incluso de su
vida sentimental! Pero no ven qué se puede pedir en mateméticas. Es verdad.

E.- jA lo mgor es que no tienen necesidades matematicas!

P.- A lo mgor. Por qué no. De todas formas, el reconocer que tal o cual necesidad es una
necesidad de tal o cual tipo no es una actitud espontanea. Es una actitud que se aprende.
Hay grupos sociales, por g emplo, que no se puedenimaginar que haya maneras de comer
0 de cuidarse diferentes de las suyas.

E.- Quieres decir gque hay gente que no se plantea nunca cuestiones de dietética o de salud.
Y que, por tanto, no se cuidan nada.

P.- Eso mismo. Pues, con las matematicas, sucede lo mismo, no solo en ciertos grupos
sociales, Sino en toda la sociedad.

E.- iEs un problema cultural!

P.- Si, es0 es.

E. - &Y no podrias precisar un poco més tus afirmaciones?

P.- Es un fendmeno generd. En la vida de una sociedad y en un momento dado de su
historia, la mayoria de las necesidades no son explicitas, no se expresan féacilmente. En
términos técnicos, diriamos que son necesidades latentes...

E.- ¢Enoposicion a...?

P.- A lo que se pueden llamar necesidades patentes, reconocidas por la gente,

de las que se hacen cargo las instituciones de la sociedad.

E.- ¢No me podrias dar algiin gemplo en relacion a las mateméticas?

P.- Pues mira, ¢sabes qué? Habia antafio una nocién que facilitaba el reconocimiento tanto
de las necesidades mateméticas como de la capacidad para satisfacerlas —necesidad de
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entender y necesidad de actuar—. Hasta principios del siglo XIX, se distinguian las
matematicas puras...

E.- iDe las mateméticas aplicadas!

P.- No, no. No se hablaba de mateméticas aplicadas, aunque si de aplicaciones de las
mateméticas. Se hablaba de "matematicas mixtas'.

E.- ¢Y eso qué queriadecir?

P.- Laidea es la siguiente... Hay muchas cuestiones relativas a fendmenos naturales o a la
vida en sociedad a las que podemos responder con ayuda de las mateméticas y de un
pequefio nimero de conocimientos no matematicos, por gemplo, de fisica, biologia,
comercio, etc. En otras palabras, basta con saber un poco de fisica, biologia o comercioy, a
partir de ahi, dgjar que las matematicas hagan € resto. Como ves, la hocion de mateméticas
mixtas ponia énfasis en € poder explicativo de las matematicas.

E.- ¢Y no me podrias dar algin ejemplo?

P.- Si, claro que si. Pero sdlo te diré la pregunta. jAsi tendras un motivo para hacer de
mateméti co!

E.- Muy bien.

P.- Bueno. Supongo que alguna vez te has sumergido en e agua y, habrés notado que, al
mirar desde el fondo la superficie del agua, ves €l cielo justo encima de ti, pero por los
lados, € agua se comporta como un espgo. ¢ Te ha pasado?

E.- Si. jPero esto es un fendbmeno de refraccion!

P.- Si. Las leyes que rigen la refraccion, eso es lo méximo que necesitas para explicar €
fendmeno. Lo demés son mateméticas. Te hago notar de paso que aqui se trata de algo de lo
gue ya has oido hablar porque también sabes algo de fisica, ¢no?

E.- Claro. ¢Pero crees que saber todo esto es realmente una necesidad que yo tengo?

P.- Tu pregunta es legitima, pero la respuesta no es tan simple como parece. Todo depende
de lo que quieras hacer. Es tu problema. Te repito que hay gente que vive Sin sentir nunca
ninguna necesidad, sin plantearse nunca ninguna cuestion.

E.- jGracias por laausion!

P.- No me lo agradezcas. Te voy a contar una anécdota bastante trégica y que te mostrarg,
espero, lo ridiculo de tu susceptibilidad. Es una historia verdadera. Hace algunos afios, en la
maternidad de un hospital, una enfermera principiante que se encargaba de preparar los
biberones de los recién nacidos se equivoco y les puso sal en lugar de azlcar. Resultado: se
murieron més de 10 bebés.

E.- jQué barbaridad! Sal en lugar de azlcar... ¢COomo puede ser que se murieran por tan
poca cosa?

P.- No es tan poca cosa como parece. Fijate bien. Sabrés que las moléculas de sal son
mucho més pequefias que las de azlcar. Y también debes saber que la presion de una
solucion es proporcional a nimero de moléculas que contiene, ¢no?

E.- Si, més o menos.

P.- Pues bien, con esto y € fendmeno de la ésmosis se puede comprender |o catastrofico
del error de la enfermera: la sa hace aumentar radicalmente la osmolaridad del plasma
sanguineo. Para equilibrarla, las células se deshidratan acumulando agua en los vasos
sanguineos y se eleva mucho la tension arterial. Es fécil entonces que se produzcan, en los
recién nacidos, hemorragias cerebrales u otros accidentes cardiovasculares. Pero € nifio se
muere, esencialmente, por deshidratacion.

E. - Me asustas, Profesora. Pero todo no es asi, ¢verdad?
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P.- No, claro que no. Hace algunos dias, ves, estuve hablando con unos colegas que

organizan un encuentro internacional. Un encuentro muy oficial, con representantes de 6

paises europeos. Habia un representante por pais, es decir, 6 personas. Algunos de los

organizadores querian que cada uno pudiera hablar en su propio idioma.

E.- jEs normal! No veo por qué un griegp no podria hablar en griego y un itaiano en

italiano.

P.- Si, s, claro. {No ves por qué! A mi también me gusta mucho mas expresarme en mi

lengua que tener que hablar en inglés. Es normal. También es e principio del minimo

esfuerzo. Pero mira: para 6 idiomas distintos...

E.- Se necesitan 6 intérpretes. jEs mucho!

P.- jQué dices! jSe necesitan muchos més!

E.- Uy, si, perdon. Si para cada par de idiomas se necesita un intérprete, se necesitaran
a®0 6" 5
&5

P.- jAh! jLo ves! Y encima no has tenido en cuenta que un intérprete solo traduce en un

sentido: para que los representantes griego e italiano se puedan comunicar, se necesitan 2

intérpretes.

E.- Luego son 30 intérpretes.

P.- Eso mismo. Imaginate la situacion: 6 personas alrededor de una mesay, a su alrededor,

en las cabinas de intérpretes, 30 personas mas! Claro que la situacion no es tan dramética

como ladel azicar y lasdl...

E.- No, pero debe ser muy caro.

P.- Si. Yo diria desmesuradamente caro. Pero no es mas que mi opinién. También se puede

opinar lo contrario. De todas formas, lo que si se necesita es poder decidir con

conocimiento de causa. Si restringimos a 3 los idiomas de trabgo -por gemplo, €

castellano, € inglésy e francés-, solo se necesitaran 6 intérpretes. Tantos intérpretes como

representantes. Y s escogemos un Unico idioma...

E.- iEl inglés, claro!

P.- Si. Nosotros decidimos trabajar en inglés. A decir verdad, en el grupo de trabgjo habia

un espariol, un francés, un italiano, un griego, wn portugués y un aleman. No habia ningin

representante inglés. Escogimos el inglés para estar todos en igualdad de condiciones. Pero

bueno, en este caso...

E.- No necesitasteis ningun intérprete.

P.- Exacto. Porque todos habiamos aprendido inglés en la escuela. Y ahora, s me perdonas,

me tengo que marchar. Nos veremos dentro de un mes. Tienes tiempo para pensar en todo

esto. Animo.

E.- Gracias, Profesora

... i15 intérpretes!

Sintesis 1

No se puede abordar € tema de la ensefianza y € aprendizaje de las matematicas Sn
preguntarse al mismo tiempo qué son las mateméticas, en qué consisten y para qué sirve
hacer mateméticas. Ahora bien, estas preguntas no pueden referirse Unicamente a las
matematicas de la escuela, tienen que abarcar todas las matematicas que existen en nuestra
sociedad.

Podriamos pensar que cada uno de nosotros tomado individualmente puede vivir sin
necesidad de mateméticas o, por |0 menos, sin muchas de las matematicas que se estudian
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en la educacion obligatoria. Pero esta creencia solo se da porque, de hecho, no vivimos
solos sino en sociedad: en una sociedad que funciona a base de matematicas jY en la que
hay gente capaz de hacer de matemético para cubrir las necesidades de los demas, incluso
cuando éstos no reconocen sus propias necesidades mateméticas.

El hecho de que se ensefien mateméticas en la escuela responde a una necesidad a la
vez individua y socia: cada uno de nosotros debe saber un poco de mateméticas para
poder resolver, o cuanto menos reconocer, |os problemas con |os que se encuentra mientras
convive con los demas. Todos juntos hemos de mantener € combustible matemético que
hace funcionar nuestra sociedad y debemos ser capaces de recurrir a los matematicos
cuando se presenta la ocasion. La presencia de las matemdticas en la escuela es una
consecuencia de su presencia en la sociedad y, por lo tanto, las necesidades mateméticas
gue surgen en la escuela deberian estar subordinadas a las necesidades mateméticas de la
vida en sociedad.

Cuando, por las razones que sea, se invierte esta subordinacion, cuando creemos que
las Unicas necesidades sociales mateméticas son las que se derivan de la escuela, entonces
aparece la "enfermedad didactica’. Este reduccionismo lleva a considerar que las
mateméticas estan hechas para ser ensefladas y aprendidas, que la "ensefianza formal" es
imprescindible en todo aprendizaje matematico y que la Unicarazon por la que se aprenden
matematicas es porgue se ensefian en la escuela.

Se reduce asi € "valor social" de las mateméticas (el interés social de que todos
tengamos una cultura matemética basica) a un smple "valor escolar”, convirtiendo la
ensefianza escolar de las mateméticas en un fin en si mismo.

Este tipo de reduccionismo’ puede conducir a "no tomarse en serio” las mateméticas
gue se hacen en la escuela, considerandolas como un mero "artefacto escolar”. Aparece
entonces un problema didactico que puede formularse como sigue: "¢Qué hacer para que
los dumnos se sitien como matematicos ante las cuestiones mateméticas que se les
plantean en la escuela, y para que asuman ellos mismos la responsabilidad de sus
respuestas?"

Tenemos aqui un gemplo de problema relativo a las actividades mateméticas
escolares que no es posible entender desde una perspectiva puramente escolar, sin tomar en
cuenta lo que ocurre fuera de la escuela, y en particular la poca visibilidad de las
matematicas en e conjunto de la sociedad. De ahi que no podamos separar 10s procesos de
ensefianzay aprendizaje del resto de las actividades matemaéticas.

Hemos de tener en cuenta que los procesos de ersefianza y aprendizaje de las
matematicas son aspectos particulares del proceso de estudio de las matematicas,
entendiendo la palabra "estudio" en un sentido amplio que engloba tanto € trabgo
matemético del aumno, como & del matematico profesional que también "estudia
problemas de mateméticas.

Lo didéctico se identifica asi con todo lo que tiene relacion con € estudio y con la
ayuda al estudio de las mateméticas, identificandose entonces los fendmenos didacticos con

" Habria gue decir que éste no es el Unico tipo posible de reduccionismo respecto al origen de las necesidades
matematicasy, en general, respecto ala naturaleza de las mateméticas. Asi, cuando se da prioridad de manera
absoluta a | as necesidades matematicas de origen extramatematico, aparece 1o que podriamos denominar
"enfermedad utilitarista’, mientras que si son lasnecesidades de origen intramatematico las Unicas que se
consideran, entonces nos encontramos con la"enfermedad purista’. No entraremos aqui en las disfunciones
gue cada una de estas "enfermedades" puede provocar en el seno de la comunidad matematica puesto que éste
€s un tema que no setrata en los Dialogos.
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los fendmenos que emergen de cualquier proceso de estudio de las matematicas,
independientemente de que dicho proceso esté dirigido a utilizar las matematicas, a
aprenderlas, a ensefiarlas 0 a crear mateméticas nuevas. La didactica de las mateméticas se
define, por tanto, como la ciencia del estudio de las matematicas.

5. La“irresponsabilidad matemética” de los alumnos

Anexo B de Estudiar Mateméticas de Yves Chevallard, Marianna Bosch y
Josep Gascon, SEP, México, 1998.

Hemos dicho que la interpretacion de la "irresponsabilidad matemaética' de los
alumnos requiere, por una parte, relacionar este fenébmeno con otros que aparecen asociados
a él dentro del sistema escolar y, por otra, tomar en consideracion agquellos elementos del
contrato didactico relacionados con la asignacion de la responsabilidad matemética. A lo
largo de nuestro andlisis intentaremos explicar por qué €l contrato didactico vigente en los
actuales sistemas de ensefianza de las mateméticas mantiene estable la asignacion exclusiva
al profesor de toda la responsabilidad matematica, en lugar de evolucionar en € sentido de
traspasar a los alumnos progresivamente una parte de dicha responsabilidad. Para ello
empezaremos planteando cuestiones de cardcter un poco més general que acabaran
confluyendo en una primera interpretacion de nuedro fendmeno. Abordaremos, en
concreto, las siguientes preguntas: ¢como se considera €l trabajo matematico personal del
aumno en & marco del proceso de ensefianza-aprendizaje?; ¢qué papel se adjudica a
profesor de mateméticas en las instituciones didacticas actuales?

Empezaremos enunciando un hecho bastante elemental relativo a trabajo personal
del aumno:

Tradicionalmente no se ha tomado muy en serio € trabajo mateméatico concreto de los
alumnos: de hecho nunca se le consideré como un "verdadero” trabajo matematico.

Incluso en los documentos oficiales (que todavia podemos considerar como una
representacion bastante fiel del punto de vista tradicional en didactica), se guarda un
discreto silencio respecto a mismo. Cuando se evoca la necesidad de que el alumno realice
cierta actividad para poder seguir con normalidad la marcha del curso, nunca se supone que
esta actividad del alumno en cuanto estudiante de matematicas tenga una estructura
complea ni, mucho menos, constituya un objetivo en si misma.

Asi, por gemplo, puede mostrarse que las ingtituciones didacticas actuales no
otorgan demasiada importancia a las producciones matematicas escritas que realiza €
alumno en su cuaderno, por lo que es muy dificil que @ propio alumno las tome en serio. Se
acepta entonces como” normal” la existencia de errores graves en dicho cuaderno y que no
se pretenda enseflar a los alumnos a escribir matematicas (redaccion de definiciones

*El contrato didactico es una de las opciones fundadoras de la didactica fundamental. Puede considerarse
formado por el conjunto de clausulas que, de una manera més o menos implicita, rigen, en cada momento, las
obligaciones reciprocas de los alumnos y el profesor en lo que concierne a conocimiento matematico
ensefiado. Pero, en realidad, el contrato didactico como nocién tedrica sélo toma un sentido preciso en el
marco de |la teoria de situaciones de Guy Brousseau (ver Brousseau, 1986). En el Anexo D de la Unidad 3
volveremos sobre esta nocion.
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sencillas, utilizacion correcta de los simbolos mateméticos, redaccion detalada de la
solucion de un problema, etc.).

En e discurso psicopedagégico que domina nuestra cultura escolar, se considera €l
aprendizaje escolar como objetivo ultimo de la accidn educativa. El andlisis se centraen lo
gue el profesor debe hacer para favorecer el aprendizaje de los alumnos, un aprendizaje que
se traduzca en adquisiciones significativas y en interés por la materia. En cambio, nunca se
considera necesario un andlisis detallado del proceso de estudio del alumno, es decir, del
trabajo matematico que éste realiza, considerado como un objetivo en si mismo.

En coherencia con la opacidad del trabajo matemético del alumno que este punto de
vista comporta, la actividad de estudio del alumno se concibe siempre de forma bastante
uniforme y relativamente independiente de las materias a estudiar. Se tiende a considerar a
la enseflanza como un instrumento para potenciar e desarrollo de las estructuras
cognitivas de los aumnos y, en este sentido, € estudio que éstos deben redlizar (entendido
como un medio auxiliar de la ensefianza) no depende demasiado de la materia particular
estudiada.

Podriamos resumir la forma como se interpreta € estudio en nuestra cultura escolar
en tres puntos:

() Seignorala estructura y las funciones del trabajo matematico del alumno. El proceso
de estudio se considera més como una actividad privaday subjetiva del alumno que como
un trabajo objetivable y analizable.

(il) La actividad de estudio tiende a ser considerada relativamente independiente de la
materia a estudiar.

(iii) Se interpreta el estudio del alumno como un medio auxiliar de la enseflanza escolar.
Nunca se concibe la actividad matematica del alumno como € objetivo principal del
proceso didactico en funcion del cua se instaurarian diferentes medios y dispositivos
didécticos —entre los que figurarian los dispositivos escolares junto a otros—.

Esta forma de interpretar e estudio esté relacionada con la "enfermedad didéactica’
de la que se hablaba en los didogos, y acarrea importantes consecuencias sobre €
funcionamiento de las actuales instituciones escolares. La primera de estas consecuencias, y
guizala mas llamativa, puede ser descrita como:

La concentracion en e aula de las actividades mateméticas del alumno y la mutua
dependencia alumno-profesor.

La primera manifestacion de este fenmeno es e hecho siguiente: en todos los
niveles educativos la utilizacién de un libro de texto en e sentido de punto de referencia
"externo" (tanto para los alumnos como para €l profesor) que marque e contenido
matemético del curso, es précticamente inexistente. El alumno sblo dispone de lo que se
hace en clase, de los apuntes que logra tomar y de los materiadles que le entrega
incidentalmente el profesor. El libro de texto (s existe) y, en su caso, |os libros de consulta
tienen una funcion claramente auxiliar del trabajo escolar propiamente dicho. Lo anterior
comporta que el alumno dependa absolutamente del profesor y, reciprocamente, que sobre
el profesor recaiga toda la responsabilidad del aprendizaje matematico del alumno.

Actualmente, esta situacion puede verse avalada e incluso reforzada por ciertas
interpretaciones de lo que es e "curriculum abierto”: la insistencia en la autonomia de los
centros para elaborar su propio proyecto @lucativo podria provocar un refuerzo de la
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dependencia cada vez més exclusiva del trabgjo del aumno respecto de la institucion
escolar y, en particular, de cada profesor concreto. En efecto, S se hace creer a profesor
que é es & responsable Ultimo de las adaptaciones curriculares elaboradas para sus
alumnos y que es é quien decide los contenidos mateméticos a ensefiar y, ademés, se hace
recaer exclusivamente sobre sus espaldas la responsabilidad de la evaluacion de los
alumnos (con la eliminacion progresiva de las evaluaciones externas) entonces se estaria
aumentando la dependencia mutua profesor-alumno. Una consecuencia inmediata de esta
situacion es la siguiente:

En las instituciones docentes actuales se adjudica al profesor un papel desmesurado en €
proceso didactico.

Se ha hecho creer al profesor que é es la pieza fundamental del sistema educativo 'y
gue de su voluntad y su formacion depende el funcionamiento del sistema y e éxito de
cualquier reforma educativa.

El es e encargado de conseguir que € alumno tenga una actitud positiva y la
motivaciOn necesaria para aprender mateméticas, a tiempo que éstas (actitud y motivacion)
son consideradas | as condiciones basicas de todo aprendizaje.

En resumen, se acepta que e resultado del aprendizae del adumno depende
esenciamente de la instruccion que imparte e profesor. Correlativamente, y dada la
opacidad del proceso de estudio del alumno, el profesor solo puede pretender modificar la
ensefianza que é imparte para intentar megjorar € aprendizaje. El profesor no puede ni
siquiera plantearse la posibilidad de incidir sobre el proceso de estudio del alumno, porque
es un proceso a gque no tiene acceso en absoluto. Esta situacion refuerza lailusion de que la
ensefianza formal abarcatodo el proceso didactico.

Paralelamente, y en concordancia con esa omnipotencia adjudicada a profesor,
existe una creciente demanda social, culturamente muy enraizada, que pide que los
profesores pasen de ensefiantes del saber matemético a educadores o formadores de los
alumnos. Esta demanda puede llevar incluso a una situacion en la que se mira a profesor
no sblo como educador sino incluso como reeducador de los alumnos con "necesidades
educativas especiales’.

Relacionada con la creciente dependencia mutua alumno-profesor aparece la
cerrazon de ambos en e aula. El pofesor no puede responder a las enormes demandas
sociales que pesan sobre él, y el alumno, por su parte, solo encuentra sentido a su actividad
matemética dentro del aula porque ésta se le presenta como una actividad exclusivamente
escolar.

Por otra parte, es muy significativo el hecho de que entre las demandas a las que
estan sometidos profesor y alumno, muy pocas les requieren como mateméticos; las Unicas
necesi dades matematicas que profesor y alumno deben satisfacer son necesidades de origen
didéctico. Asi, tanto € alumno como el profesor se ven llevados a ignorar la existencia de
necesidades mateméticas de indole no didéctica, con el consiguiente riesgo de caer en lo
gue la Profesora llama la enfermedad didéctica.

En sintesis, e alumno realiza un trabajo que nadie considera ni exige que sea un
verdadero trabajo matematico; se trata de un trabajo tomado como un auxiliar del
aprendizaje escolar, concentrado en el aula y absolutamente dependiente de un profesor al
didéctico.
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En esta situacién es muy dificil que € contrato didactico evolucione en la direccién de
traspasar a los alumnos una parte de la responsabilidad matemética asignada en exclusiva a
profesor. Por el lado del alumno, esta asuncion de responsabilidad viene dificultada por la
forma en que e sistema consideray lleva a alumno a considerar €l trabajo matematico de
éste, asi como por la centracion en € aula del mismo y su dependencia absoluta del
profesor. Por €l lado del profesor, es muy dificil que e contrato didactico evolucione en la
direccién de usurparle a profesor la Unica responsabilidad matemética que actualmente le
asigna
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6. El NUmero Pi de Wislawa Szymbor ska

Poesia no completa de Wislawa Szymborska, FCE, México, 2002.

Digno de admiracion el nimero pi

tres punto uno cuatro uno

Todas sus demas cifras también son iniciales

cinco nueve dos, porque nunca se termina

No se dgaabarcar seis cinco tres cinco con la mirada,

ocho nueve con un cdculo

siete nueve con la imaginacion

o0 incluso tres dos tres ocho con una broma es decir una comparacion
cuatro seiscon nada

dos seis cuatro tres en el mundo.

La serpiente mas larga de la tierra se interrumpe después de algunos metros
Lo mismo pasa, aunque un poco después, con las serpientes de los cuentos.
El cortgjo de cifras de que se forma pi

no se detiene en € borde de la pagina,

es capaz de continuar por lamesa, por € aire,

lapared, una hoja, un nido, las nubes, y asi hastael cielo,

y por toda esa expansion e insondabilidad celestiales

iAy qué corta, ratonescamente cortaes la trenza del cometal

iQué débil e rayo de laestrella, que en cualquier espacio se curval

Y aqui dos tres quince trescientos diecinueve

mi nimer o de teléfono tu talla de camisa

afno mil novecientos setenta y tres sexto piso

el nimero de habitantes sesenta y cinco centavos

centimetros de cadera dos dedos codigo charada,
enlaqueadondeiravelozy fatigada

y se ruega mantener la calma

‘Geometria Analitica’ Libro parael Estudiante Hoja 159



y también latierra pasard, pasara el cielo,

pero no € nimero pi, eso ni hablar,

seguira conun buen cinco,

con un ocho de primera,

con unsieteno find,

apurando, ay, apurando a la holgazana eternidad para que continte.
Wislawa Szymbor ska

7. Problemas por resolver, problemas por demostrar y Problemasderutina
Geor ge Polya

Como plantear y resolver problemas de George Polya, Editorial Trillas, México,
1987.

Problemas por resolver, problemas por demostrar. Nos proponemos establecer un
paralelismo entre estos dos tipos de problemas.

|. El propésito de un "problema por resolver” es descubrir cierto objeto, la incognita del

problema

La incognita recibe también e nombre de “quaesitum”, o lo que se busca, o lo que se pide.
Los "problemas por resolver" pueden ser tedricos o préacticos, abstractos o concretos; son
problemas serios 0 simples acertijos. Podemos buscar incognitas de todo tipo, tratar de
encontrar, de obtener, de adquirir, de producir o construir todos |os objetos imaginables. En
una novela policiaca, la incognita es € asesino; en € gedrez, una jugada; en ciertos
enigmas, una palabra; en ciertos problemas elementales de agebra, un nimero; en una
construccion geomeétrica, una figura.

2. El propoésito de "un problema por demostrar” consiste en mostrar de modo concluyente la
exactitud o falsedad de una afirmacion claramente enunciada,

Un testigo que afirme que el acusado se hallaba en casa cierta noche, obliga a juez a
investigar s dicha afirmacion es verdadera y a justificar su opinion sobre bases tan solidas
como sea posible. Setrata, para el juez, de un "problema por demostrar”. La"demostracion
del teorema de Pitagoras' constituye otro de esos problemas; pero aqui no decimos'
demostrar o refutar €l teorema de Pitagoras’. Quiza fuese mejor, bajo ciertos aspectos,

incluir en el enunciado del problema la posibilidad de refutarlo, pero la descartamos a
conciencia dado que las posibilidades de refutar € teorema de Pitagoras son minimas.

3. Los principales elementos de un "problema por resolver”" son, laincognita, losdatos y la
condicion.

Si tenemos que congtruir un tridngulo de lados a, b, ¢, laincdgnita es un triangulo, los datos
son las tres magnitudes a, b y ¢ y la condicion es que los lados del triangulo por construir
tengan, respectivamente, esas magnitudes. Si tenemos que construir un tridngulo cuyas
alturasson a, b y ¢, laincognita es un objeto de la misma categoria que € anterior, los datos
son los mismos, pero la condicion que relaciona laincognita con los datos es diferente,

4. S un "problema por demostrar” es un problema matemético de la forma més usual, sus
elementos principales son la hipétesis y la concusion del teorema que hay que demostrar o
refutar.
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"S los cuatro lados de un cuadrilatero son iguales, las dos diagonales son perpendiculares
entre si," La segunda parte de la frase es la conclusion, la primera, que empieza por "si", es
la hipotesis,

[No todos los teoremas de matematicas pueden escindirse tan &cilmente en hipétesis y
conclusién, No es posible, por gemplo, en e siguiente caso: "Existe una infinidad de
nUmeros primos,"]

5. Para encontrar la solucion de un "problema por resolver" hay que conocer, de modo
preciso, los elementos principales, incognita, datos y condicidon, Nuestra lista contiene
numerosas preguntas y sugerencias concernientes a dichos elementos.

¢Cuél eslaincognita?; ¢cuéles son los datos?; ¢cudl esla condicién?

Digtinga las diversas partes de la condicion.

Encuentre la relacién entre los datos y la incognita.

Mire bien la incognita. Trate de pensar en algin problema que le sea familiar y que tenga
la misma incognita o una similar.

No conserve mas gue una parte de la condicion, descarte la otra; ¢en qué medida la
incégnita queda entonces determinada?; ¢como puede variar?
¢Puede deducir de los datos algun elemento Gtil?; ¢podria pensar en otros datos que le
permitiesen determinar la incognita?; ¢podria cambiar la incognita, o los datos, o los dos
S es necesario, de tal manera que la nueva incégnita y los nuevos datos estuviesen mas
relacionados entre si?
¢Ha empleado todos los datos?; ¢ha utilizado la condicion por completo?

6. S tiene que resolver un "problema por demostrar" debe conocer exactamente sus partes
principaes, hipétesis y conclusion, Existen a propésito de dichos elementos preguntas y
sugerencias Utiles correspondientes a las de nuestra lista que estan especial mente adaptadas
alos "problemas por resolver”,
¢Cual esla hipétesis?; ¢cudl esla conclusiéon?

Distinga las diversas partes de la hipétesis.

Encuentre la relacion entre la hipétesis y la conclusion.

Mire bien la conclusion. Trate de pensar en algin teorema que le sea familiar y que tenga
la misma conclusion o una similar.

No conserve mas gque una parte de la hipotesis, descarte la otra parte; ¢sigue siendo valida
la conclusion? ¢Podria deducir de la hipotesis algin elemento Util?; ¢podria pensar en
otra hipétesis de la cual usted pudiera deducir facilmente la conclusion?; ¢podria cambiar
la hipdtesis o la conclusion o las dos s es hecesario, de modo que la nueva hipotesis y la
nueva conclusion, estuviesen mas relacionadas entre si?
¢Ha empleado la hipétesis completa?

7. "Los problemas por resolver" tienen mayor importancia en las mateméticas elementales,
los "problemas por demostrar” son mas importantes en las superiores. En |la presente obra
se ingiste particularmente sobre los "problemas por resolver”, pero el autor espera
restablecer el equilibrio y tratar en otra ocasion € tema de modo mas compl eto.

Problemas de rutina. Asi podemos calificar €l problema que consiste en resolver la
ecuacion

X¥-3x+2=0
a condicion de haber explicado previamente la solucion general de la ecuacion de segundo
grado de manera que e alumno sdlo tiene que sudtituir las letras que figuran en la solucién
genera por los nimeros 1, -3 y 2. Aun en € caso de gue la explicacion general no se
hubiese dado en términos al gebraicos, bastaria resolver una media docena de ecuaciones de
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segundo grado semejantes, con coeficientes numéricos para que €l problema propuesto
fuese "de rutina'. En general, consideramos dentro de esta categoria todo problema que se
puede resolver ya sea sustituyendo simplemente nuevos datos en lugar de los de un
problema ya resuelto, ya sea siguiendo paso apaso, sin ninguna originaidad, |a traza de
algun vigjo gemplo. Al proponer un problema de rutina, €l profesor ofrece a los alumnos
una respuesta inmediata y decisiva a la pregunta: ¢Conoce algun problema relacionado?
Los alumnos no necesitan entonces mas que un poco de atencion y paciencia para seguir un
precepto experimentado y no tendrén oportunidad de recurrir ni a su juicio ni a sus
facultades inventivas.

Los problemas de rutina, incluso empleados en gran nimero, pueden ser Utiles en la
ensefianza de matematicas, pero seria imperdonable proponer a los alumnos exclusivamente
problemas de este tipo. Limitar la ensefianza de las mateméticas a la gjecucion mecanica de
operaciones rutinarias es rebgarlas por debagjo del nivel de un "libro de cocina" ya que las
recetas culinarias reservan una parte alaimaginacion y al juicio del cocinero, mientras que
las recetas matematicas no permiten tal cosa.
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T eselaciones, o como decor ar el bario*

Juan Manuel Ruisanchez Serra

Esta, como cas todas las historias, es una historia del mundo. Solo que esta historia es vigjisma, pero
vigjiisma en serio, de cuando € mundo era solo unaideay de cuando sdlo existia un mundo matemético.

Quizés se pregunten que tiene que ver eso con la decoracion de los bafios, pero no se desesperen que
luego lo descubriran.

Yo eraun teselador, pero no me gustaba el hombre de mi oficio, asi que todos me conocian como €
decorador de planosinfinitos. Si, hay unaleve diferencia entre teselador y decorador de planosinfinitos:
el primero, lo Unico que tiene que hacer es encontrar figuras con las que se pueda cubrir un plano infinito
sin que las figuras se amontonen y sin que queden huecos en € plano; € segundo, ademés de eso, busca
que las figuras sean bonitas o interesantes. Por gjemplo, un teselador haria etas teselaciones:

mientras que un decorador haria estas.

/ —f Hﬁ%ﬁ A

'i‘*d.

Zad
/1’«3»1/

Era un mundo divertido. Y aunque a muchas personas les sorprende saber que en € mundo de la
matemética habia muchisimos chismes 'y rumores, asi era. De hecho, esta historia se trata de un rumor que
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circulaba par todas partes. un poderosismo ente, Don Dios, estaba planeando crear € Universo y
Demonio electo de la matemética queria darle algunas sugerencias. También se decia que, como todos los
entes poderosismos de entonces, Don Dios no aceptaba facilmente las sugerencias de los demés, asi que
el Demonio teniaun plan. Y agqui es donde yo entro en escena

Una mafiana, mientras trabajaba tranquilamente en mi taller, recibi esta carta:

Queridisimo sefior:

Supongo que habréa escuchado el extendido rumor sobre la creacion
del Universo. Ruego a usted se ponga a mi servicio para llevar a cabo un
plan. Necesito su ayuda y la de su noble oficio; sirvase visitarme mafiana
en mi palacio y traiga con usted un catalogo de su trabajo. Mi plan le sera
informado a usted personalmente.

Atentamente
DM

Ta como indicaba la carta, me presenté en € majestuoso palacio ala mafiana siguiente con mi Catalogo
de planos. La verdad es que no entendia para qué necesitaria un teselador para su plan, pero preferi
esperar aver (no estaba segura de que e Demonio estuviera a tanto de aquello de disefiador).

Fuimos directo a los negocios.

-Me gustaria ver su catalogo.
-Si, claro. Aqui lo tiene:

(3); (4Y); (6); (3.6); (34); (F.434); (3464); (3636); (3, 12); (4.6,12); (4.8)...

El Demonio se me quedd viendo can carade' Y bien?"

-¢Algun problema?

-Si, me parece que usted no entiende. Le pedi planas can figuras, no paréntesis con nimeros.
-No, no, no; esos nimeros son tan sélo notacion; pensé que ya la conoceria

-El hecho de ser el Demonio electo de la matematica no implica que sepa todo. Yo me dedico alateoria
del caos en funciones contractoras, asi que preferiria ver los planas, no la notacion.

-De acuerdo, agqui estan |os disefios.
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-¢Que es esto?

-Son los disefios. Por gjemplo, (3) quiere decir que en cada vértice hay 6 tridngulos; o, en otro emplo
mas complicado (3, 4, 3, 4) quiere decir que en cada vértice hay 2 tridngulos, 1 cuadrado, 1 trianguloy 1
cuadrado, como se ve en d disefio marcado por (3, 4, 3, 4). Es decir, la notacién indica cdmo se
acomodan las figuras alrededor de cada vértice para sumar 360° y que no se amontonen arededor de
ningun vértice, pues, ademas, todos |os vértices son iguaesy. . .

-Si, i, si; eso yalo vi, pero le dije planos, y queria decir planos infinitos, grandotes, inacabables, etcétera,
no estos rectangulitos.

-No se enoje y d§eme explicarle: éstas son sdlo las muestras, pues cargar 1os planos completos es muy
incomodo y muy poco discreto. Pero no se preocupe, con esos dibujos se pueden llenar planos infinitos,
pues todos los vértices son iguales y por lo tanto los dibujos se pueden ir pegando uno a otro
infinitamente; confié en mi. ¢Que le parecen?

-Bueno, ya sabe, aqui todos conocemos los chismes y rumores de los demés y justo por eso lo [lamé a
usted, porgue dicen por ahi que mas que teselar los planos su trabajo es decorarlos ¢es verdad?

-Si, asi es, solo que no sabia que eso es lo que queria
| Aqui tengo algunas muestras.

-Estos me gustan mas, sobre todo sin tanta suma de éangulosy teorias.
-No crea, estos disefios necesitan mas cuidado en lateoriay detrés también hay algunas sumas de angulos

y uso de poligonos; pero eso no importa. ¢Qué le parecen?
Se quedd pensando un momento y luego me dijo:
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-Creo que lo mejor sera contarle mi plan, aungue seguro ya habré oido al respecto. Don Dios quiere crear
el Universo y quiere incluir unos seres vivos en €. Lo que yo quiero es sugerirle la forma de los seres
vivos. Pero seguro que ha oido del carécter de Don Dios: ho acepta sugerencias, asi que quiero hacer las
sugerencias de un modo subliminal.

-Aun no entiendo que tengo que hacer yo.

-Mire, yo invitaré a cenar a Don Dios y en la cena incluiré algun purgante o ago parecido para que
después tenga que ir varias veces a bafio, ¢entiende? Su trabajo serd redlizar la decoracion de mis tres
bafios. Son cuartos como cualquier otros, solo que infinitos. Es decir, disefiara 18 planos infinitos: 4
paredes, €l techoy € piso de cada bafio. El disefio incluira mis ideas para los seres vivos.

-Esta bien, pero necesito saber cuales son sus ideas paralos disefios.

-Claro. Son cosas como éstas:

% 9 £

-Bueno, yale dije que yo me dedico d caosy no adibujar, pero ese es su trabgjo.
Poco tiempo después regrese a palacio con los disefios listos.

FH, Boal et al 8C Eacher, Hin i and comisepe sork HL M ABryme Inc | Mo York, 1903
o
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M. C. Escher. Uno de sus primeros estudios sobre ladivision regular M. C. Escher. Estudio de la divisién regular del piano con figuras huma-
del piano. 1936. nas. 1936.
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M. C Escher. Estudio de ladivision regular del plano con avesy peces.
1938.

FH. Boal, er af MC. Escher, Hi i st cosslonn wirk, H.N. Shsama e, Mo Yok, | 9382,
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-Me encantan. ¢Cuando tendra los planos compl etos?

-Los tendré mafiana mismo, solo es cuestion de repetir las mismas iméagenes teniendo cuidado de que
empamen bien y llenar & plano con elas, no hay ningun problema

-De acuerdo, muchisimas gracias.
-De nada. Espero que su plan funcione.
Al diasiguiente llevé los planos terminados y 1a cena se realizo tres noches despues.
Cuentan los rumores que Don Dios tuvo que visitar al menos cinco veces cada

uno de los bafios del paacio y que hubo dos planos que le gustaron especialmerte y que por ellos cred
tantos seres vivos como ésos, pero nunca me dijeron cuéles eran.

Otro rumor es que seis dias después de aquella cena, € Universo ya habia sido creado (aunque eso si
gue no me lo creo...). Como € Demonio eecto de la matemética vio que su plan y mis planos habian

surtido efecto y los seres vivos eran cano é habia planeado, me recompenso trayéndome aqui para poder
Ver mis creaciones.
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Lecturasen video

Nota: Los videos de esta seccion pueden consultarse en la seccion de lecturas en video del
disco compacto.

1. Un Argumento circular

Trata de una investigacion para determinar el origen de los circulos que aparecen en los
campos de cultivo en Inglaterra.
Conceptos utilizados, circunferencia, elipse, centro geométrico, medicién de radios.

2. El mismo de nuevo

Trata de como ayudan las propiedades de tradacién y rotacion al disefio de un edificioy €
andlisis de un cuadrado con la figura que se forma uniendo los puntos medios de sus lados.
Se utilizan areas, formas, puntos medios, rotaciones, traslaciones

3. Costo delosdiscos compactos

El video trata de un andlisis de lo que le cuesta a una empresa producir los discos
compactos de un grupo de rock y el andlisis que le ayuda a determinar ctal es cantidad de
discos que debe vender para obtener ganancias

Uso de rectas, sistemas de ecuaciones lineales.

4. Encontrando & camino

Muestra el sistema de calesy avenidas de Nueva Y ork, la forma de utilizar un mapa para
encontrar una direccion en Londres y un concurso escolar en el que se debe llegar primero
aun cierto lugar contando cada equipo con indicaciones diferentes.

5. Unaexhaustiva averiguacion

Trata de un estudio matemdtico utilizado para reducir la contaminacion en la ciudad de los
Angeles California.

6. Reducir aescala

Se trata de cOmo se utiliza la escala en el disefio arquitectonico y en la comparacion de
edificios, ademas se explica el concepto de escalay como interpretarla.
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7. Rescate

Se trata de calcular latrayectoria de un barco utilizando coordenadas sobre mapas por
medio de referencias como latitud, longitud y la determinacién del punto de cruce de dos

trayectorias.
Se utilizan mapas, brujula, cartas marinas, medicién de distanciay trayectoria en un mapa,
cruce de trayectorias, margen de error.

8. Unagran salto

Trata de como utilizar €l andlisis matemético particularmente sobre una parabola para
mejorar e desemperio de un atleta.
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Autoevauaciones
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6. Autoevauaciones

| ntroduccion

Ya sabemos de qué se trata la autoevaluacion: Comprobar uno mismo su avance en la
adquisicion de conocimiento y habilidades. Y esto de la evauacién no podia fatar en este
material.

La autoevauacién no es algo que desconozcamos. Cuando aprendimos a andar en bicicleta
0 en patines no fue necesario que alguien nos dijera que ya lo habiamos logrado. Cuando
todavia nos caiamos y sufriamos uno gue otro raspon, sabiamos dos cosas. una, todavia no
lograbamos dominar €l arte de andar sobre ruedas y, la segunda, para lograrlo debiamos
seguir practicando.

Hay ocasiones en gque nuestra autoevaluacion es complaciente. Encontramos motivos para
justificar nuestras deficienciasy en lugar de trabajar para superarlas, nos paralizamos con la
justificacion que damos.

También llega a ocurrir que en la escuela la autoevaluacion queda casi olvidada. Ta vez €l

saber que periédicamente debemos ser evaluados por nuestros profesores nos lleva a
olvidarnos de la evaluacién propia. Pero si 10 que aprendemos en la escuela nos va a ser Util

para nuestras diversas actividades dentro y fuera de €ella, la autoevaluacion es necesaria,

pues de otra forma siempre estaremos esperando hasta que alguien nos diga que ya somos
competentes en algo para atrevernos a usarlo. Lamentablemente esto pasa con cierta
frecuencia en mateméticas. Esperamos que e profesor nos diga no solo que ya dominamos
un tema sino ademas cuando podemos usarlo.

En este material te proporcionamos por cada unidad un cuestionario para gue te sirva como
autoevaluacion. No es, desde luego, la Unica forma de autoevauarte, ti mismo puedes
disefiar otras. De este cuestionario se dan las respuestas para que las compares con las
tuyas.

Unas observaciones finales sobre estos cuestionarios:
No los desperdicies intentando trabajarlos antes de que hayas concluido € estudio de
una unidad.
No resuelvas por partes cada cuestionario. Cuando decidas resolver uno de €ellos es
porque dispones del tiempo y condiciones necesarias para resolverlo completo.
No consultes la respuesta una por una, justo cuando acabas de resolver o responder o
gue se te pide, termina & cuestionario y luego compara los resultados.
Trata de no ser complaciente cuando encuentras errores en tus respuestas. No basta que
digas que ya te diste cuenta de tus errores. ES necesario que sigas trabgando y
confirmar a hacerlo o practicarlo que ya lograste adquirir los conocimientos o
habilidades requeridas.
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Ademas de una evaluacion por cada unidad, incluimos una muestra de examenes ordinarios
y extraordinario de algunos CECyT para que tengas una idea del tipo de preguntas que
suelen aparecer en el examen ordinario que representa el 60% de cada calificacion
ordinaria. El examen extraordinario representa la calificacion del curso y sustituye €
promedio de las calificaciones de |os periodos ordinarios si es mayor que este promedio.
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Autoevaluacion de la Unidad 1

1

Escribe un ensayo breve sobre los sistemas de coordenadas. Incluye por lo menos un
mapa conceptual .

Localizalos siguientes puntos en un mismo sistema de g es coordenados

AB1);G(-53);N(-2,-3);U(0,2);V (0,-5,R(-3,0),Q(3,-2; B (40);
H (0.68, -2.7); | (-3.98, 2.6); P (4, -1); L (2/3, 0); C (8/3, 3); M (-3/4, -1/8);

K (-2/3,0); P (- 42 - 3)

Contesta |as siguientes preguntas:

a) ¢Cud eslaabscisade un punto sobre el gey?

b) ¢Cud eslaordenada de un punto sobre é ge x?

c) ¢Esposible que la abscisa de un punto seaigua a su ordenada?

d) ¢Existe un punto tal que su ordenada sea € doble a su abscisa?

€) ¢Cud esd punto cuadrante |l que dista4 unidades del gjey, 5de gex?

f) ¢Cudl ese punto del cuadrante IV que esta atres unidades del gjex, y a5 del gey?

Encuentra la distancia entre cada par de puntos.

AA23; B4 b) R(0,5); S(-32)
Q) E(25); F(3 10) d) V (U2,0); W (2/3, 4/5)

e G(-42,3); H@-+3)
f) 1(-~3,U~2); JW~3,-42)

Halla el perimetro de cadatriangulo cuyos vértices son dados

AA(-11; B(-1,3): C(25  b)A(-34); B(-24); C(-3 1)
QA (-2/3,1); B(4,0);C(0 15 d)A (L5 2); B(3 0);C(O,-37)

Veificas cadatriangulo es isdsceles
A6 2); B(2-3); C(-22) b)A (2, 1); B(24); C(973
Hallael valor de x 0y seguin sea dada la condicion

a S A(x,3) equidistadeB (3,-4)y C(2/5, 0)
b) S A(2,y) equidistadeB (1/3, 2/5)y C (-3/5, 8/3)

Halla el punto sobre el ge x que equidiste de los puntos M (-3/8, 0) y N(2/5, -1/2)

Halla el punto sobre &l gey que equidiste de los puntos P (-2/5,0); Q(3/8, 1/3)
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10. En un sistema de coordenadas, bosgueja € lugar geométrico de cada una de las

€ecuaciones.

ay—-x=0 b) x+y =0 2x-3y=0 d) y-x*=0

e y’-x=0 fixy—1=0 @) x’+y*-4=0 h)3x*+2y*=5
i)8y-x®=0 PDx2-y?-25=0

11. Halla la ecuacién del lugar geométrico, en € plano, de todos los puntos P (X, y) que
satisfacen |las condiciones dadas:

P (x, y) equidistade (0, -3) y (4, 0)

P (x,y) equidistade (-2/3, 1/2) y (5/4, 0)

Laordenadade P (x, y) es e triple de su abscisa

Laabscisade P (x, y) es el doble de su ordenada
Laordenadade P (X, y) es e doble de la quinta parte de la abscisa
P (x,y) estad doblede (-1, 5) quede(3,7)

Ladistanciade P (X, y) a punto (-1, 2) es5
Lasumadelasdistanciasde P (x,y) a(-2,5) y (0, 3) es 10
Ladiferenciadelasdistanciasde P (x,y) a(-3,4) y (-2,0) es8
P (x, y) equidistade (1/2, 3) y del gey

P (x, y) equidistade (-2, 3/5) y del gex

12. Encuentra las coordenadas de P (X, )

a)
b)
c)

K)

P es @ punto medio del segmento que une los puntos A(-2, 3); B(-2, 3)

P divide a segmento AB detal maneraquer = AP/AB =3/5s A(-3,1) B(2, -3)

P divide al segmerto MN detal maneraquer = MP/MN =2/3,ss M(-1/3,0) y N (2,
-3/8)

P divide a segmento que une los puntos A(2/3, 0) y B(-1, 5/8) en una razdn
r=AP/AB = 3/9

P divide a segmento que une los puntos U (1/3, -4) y V(3, 0) en una razdn
r=UP/UV =2/10

Pesta quer = EP/EF = 0.25; E(-1, 2); F (0, -5/9)

Pesta quer = GP/GH = 0.40; G(-3, 5); H (0, -2/3)

Pesta quer =AP/AB =1; A(-3,5); B(-1/2, 2)

Pestal quer =BP/BC =1; B(-2/3, 0); C(-5, -3)

r =AP/AB = -5/3; A(0,1); B(5, -2)

r=MP/MN =-8/5; M(5, 0); N(1, -2)

13. Contesta las siguientes preguntas. (Supdn gue P es un punto gque divide a un segmento
dado, AB, de tal manera que r=AP/PB)
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a)
b)
C)
d)
€)

f)

¢Quésignificaquer =0?
(Quésignificaquer =17?
cDoéndeselocdizaPs r< 0?
¢cDonde selocdizaPsi r> 07
¢Quésignificaque0 < r < 1?
¢Donde selocaizaP sir =1/2?

14. Cacula €l areade cadatriangulo cuyos vértices son los que se indican:

a)
b)
<)
d)

€)

f)

A(2,0); B(35); C(32

D (5, 0); E(-2,3); F(6,2)
G(-1/3,5); H(2/5, 1/2); 1(0,3/9)
J(2/3,0); K (-5/3,1); L (4/7,-15)
M (</2,1); N(1,3); O(2 0)
Q(+3,1); R(23); S(0,5)

Autoevaluacion dela Unidad 2

1. Contestalo que sete pide.

f)
9

i)
)

Unarecta pasa por el punto (0, 3). ¢Cudl es su ordenada al origen?

Unarecta pasa por € punto (-5, 0). ¢Cud es su abscisaa origen?

Laecuacion de unarectaes x - 2y + 3=0. Caculalosvaloresdeay b

Laecuacion de unarectaes 5x + 6y-2 = 0. Calculalosvaoresdeay b

¢Cudes son los valores de ay b para unarecta que cruza la parte positivadel ge x a
3 unidades del origen, y la parte negativa del gje y a5 unidades del origen?

¢Cudles son los valores de ay b para que una recta que cruza la parte negativa del
ge x ab unidades del origen, y la parte positivadel gey a2 unidades del origen?
En que punto cruza el ge y una recta cuya ecuacion es 3x-5y+6 =0

En gque punto cruza el gje x una recta cuya ecuacion es 2x-5y-8 =0

Hallar ay b paralarecta 3x =2y

Halar ay b paralarectay =x

2. Contestalo que se te pide.

Calculala pendiente de una recta cuyo angulo de inclinacién es q = 135°
Calculala pendiente de unarecta cuyo angulo de inclinacion es q = 120°
Calcula e éngulo de inclinacién de una recta cuya pendiente es m =5
Calcula e angulo de inclinacién de una recta cuya pendiente es m =-5
¢Cud eslainclinacion y pendiente de una recta horizontal?

¢Cud eslainclinacion y pendiente de una recta vertical?

‘Geometria Analitica’ Libro parael Estudiante Hoja 180



3. Cadculalapendientey & angulo de inclinacion de la recta que pasa por |os 2 puntos.

a) A0, 1); B(3, 5) b) R(2, 3); S(2,7) ¢) C(3,0); D(4,7)
d) T(3, 2): U3, 5) e) E(2/3, U5); F(O, 1/9) f) V(-1/2, 0); W(-1/2, 5)
Q) G(3/5, 2/7): H (U7,0)  h) A(-3/5,0); B(-3/5,3) i) I(-1/2, 0); X0, 3/5)

M2, 1): N, 2) K)P(+/3,1); Q0,3 1) I(U3. -1/2); (23, -1/2)

4. Contesta cada pregunta

b) ¢Pertenece el punto (-2, 3) alarecta 5x +2y +4 =07?

c) ¢Perteneceel punto (4, -1) alarecta 8x +3y —1 =0?

d) ¢Cud ese punto delarectadx —2y +3 =0 que tiene su abscisaigua que 0?

€) ¢Cud esd punto delarectax +3y —7 = que tiene su ordenada igual que 0?

f) El punto (X, 2) pertenece alarecta6x -3y —1 =0. ¢Cuanto vale x?

g El punto (3, y) pertenece alarecta 8x +2y +5 =0. ¢Cuanto valey?

h) Enlarecta2x —y -5 =0, halla un punto cuya ordenada sea €l triple de su abscisa
i) Enlarectax +5y —6 =0, halla el punto cuya abscisa sea el doble de su ordenada
j) Enlarectabx —2y +1 =0, halla un punto que tenga sus coordenadas iguales

k) Enlarecta6x +3y -5 =0, halaun punto que tenga sus coordenadas iguales

5. Hallalaecuacion general de larectay graficaa

8 A (3,-5); B(-1,0 b) A(+/2,4/5); B(0, 1) ¢) D(4,-3); F(0,-5) d)
A(L2,0); m=-3/5 e) B(0, 4/9); m=-4/7 )R (-2/3, 1/2); m=2
gm=2b=-1 h) m =1/3; b =3/8 i) a=-1,b=>5
j)a=-5/3;b=8/7 k)q=40°; b=-1/2 1) B(3,5); =146

6. Transforma cada una de las siguientes ecuaciones generales de las rectas a las formas:
Pendiente-Ordenada al Origen y Simétrica.

a)x -3y +2=0 b)yx -y +2=0 c)7x-20y -5=0 d) 5x + 4y - 22 =0

7. Hallaladistancia de larecta a punto, dados:

a) 5x =12y +3=0 (-2, 1) b) 4x -3y +7=0 (2,3) ) 12x+5y -6=0 (4, 6)
d) 7x+2y -1=0 (1,5) e)x+5y+3=0 (1/2,3/5) f)8x -2y +3=0 (V2,3
g) 4x +3y +5=0 (3/4, 2/3) h) 3x +2y -6 =0 (2, 1/3)

8. Hallaladistancia entre las dos rectas paralelas en cada caso
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10.

11.

12.

a 3x-4y-9=0 y 3x -4y +3=0
b) 5x-y+7=0 y 5x =y +9=0

c) 2x-by+4=0 y 4x —10y -14 =0
d x-y-16=0 y 2x -2y —-15=0

Para cada par de rectas realiza lo siguiente:

Encuentra su interseccion (s existe).
Determina si son perpendiculares o paralelas
Si no son perpendiculares ni paralelas calcula el angulo que forman

a x-y+7=0 X -y +11=0

b) 3x+2y -6=0 3x +2y 4=0

Cc) 4x-5y+1=0 15x +12y +4 =0
d 6x+2y -5=0 X =3y +8 =0

e 2x-y+1=0 X -8y +5=0

f) 2x+y3=0 3Xx +2y 6=0
g 8x-9y+5=0 18x +16y —11 =0
h 3y+x=1 y —3x=-2

i) 5x+2y-1=0 10x +4y +3=0
j) x+y+1=0 2xX +2y +3=0

k) x-y+5=0 2x =3y +10 =0

) 3x-2y+10=0 X +y =5 =0

Se desea cambiar |a escala, de manera proporcional, del segmento de recta con medidas
reales desde e punto x = 450 hasta el punto x = 1050 unidades de longitud, a otro
segmento cuyos puntos extremos van desde e punto x = 1 ax = 10. Encuentra una
funcidn que convierta cualquier punto, con medidareal, a otro punto con la nueva
escala

La temperatura medida en grados Fahrenheit es una funcion lineal de la temperatura

medida en grados Celsius. 0° C equivalen a 32° F y 100° C equivalen a212° F.

a) Expresalos grados Fahrenheit en funcion de los grados Celsius.

b) S & termdmetro marca 100 grados Fahrenheit, da su equivalencia en grados
Celsius.

Un fabricante compra maquinaria con un valor de 20000 pesos que se deprecia
linealmente hasta que su valor de venta es de 1000 pesos en 10 afios.

a) Expresa € valor de la maguinaria en funcién del tiempo.

b) Determina en que momento la maguinaria no tendra valor.
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Autoevaluacion dela Unidad 3

1. Escribe la ecuacion ordinaria de la circunferencia cuyo centro C(h, k) y radio r se dan.
Traza la circunferencia correspondiente

8 C(23); r=5 b) C(-2,4/5); r=8/3  ¢) C(-3/4,1); r=2/3 d) C(-2, 1/5);
r=55 € C(4/9,-54): r=10/6 f)C(~2,-1); r=+3

2. Encuentrala ecuacion general de la circunferencia cuyo centro C(h, k) y radio r se dan:

a)C(1,95); r=2 b) C(2,4); r=3 o) C(U2, 3/4); r=2/5
d) C(3/4,1/2); r=2/3 € C(v2,-1);r=5 f)C(3,-1); r=+7

3. Encuentra el centro C(h, k) y €l radio r de la circunferencia cuya ecuacion ordinaria se
da:

8 (x- )2+ (y- 2)2=16  b) (x- 2/3)2+(y-1)2=3 o) (x+~3f +(y- v2)2 =2

4. Determina s cada una de las siguientes ecuaciones representa una circunferencia, un
punto o ningun lugar geométrico. Si es circunferencia, halla se centro y su radio.

a) x*+y? -6x +4y —12 =0

b) x*+y?-4x +10y +25=0

C) X*+y?+8x -2y +17 =0

d) x*+y*+2x +4y +5=0

€) 5x* +5y*-14x +7y —24 =0
f) 3x2+3y?-6x —18y +3 =0
Q) x*+y*-4x -6y +18=0

h) x*+y?-10z +6y +35 =0

i) x*+y*-4y-5=0

j) x*+y*+6y +5=0

5. Halae€ vaor dek, tal que el lugar geométrico representado sea una circunferencia de
radior =3. 3x* + 3y*+6x -4y +k =0;

6. Hallalaecuacion general de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados:

a) A0, 1); B(2,0); C(1, 1)
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b) A(0, 2); B(3, 0); C(2, 2)
c) A(0, 1/2); B(2/3, 0): C(0, 0)

Encuentra la ecuacion general de una circunferencia que cumple con las
especificaciones que se marcan en cada caso:

a) Tiene e mismo centro que lacircunferencia x +y*+6x -4y -12=0y r=3/5

b) Tiene e mismo centro que la circunferencia x* + y*+4x +12y +36=0 y r=1/2

c) Estangentea ge yy su centro es C(-3, 5)

d) Estangentea ge x y su centro es C(-3, -4)

e) Estangentealarectax +2y —3 =0y su centro estaen el gey. El punto de tangencia
es(-1,2

f) Es(tange)nte alarectax —y—2 =0en € punto (4, 2) y su centro estaen el ge x

g Pasapor lospuntos A(-2, 3) y B(-1, -2) y su centro esta sobre larecta 2x -3y +1 =0

h) Pasapor los puntos A(-1, 4) yB(3, -5) y su centro esta sobre larectax +4y —2 =0

i) SucentroesC(-2, 1) y tiene e mismo radio que la circunferercia x* +y?-9=0

i) SucentroesC(4, -3) y tiene € mismo radio que lacircunferencia x*+y*-16 =0

k) Estangente alarecta3x +4y —16 =0y su centro estden C(3, -4)

[) Estangentealarecta 5x —12y —24 =0y €l centro estaen C(5, -5)

m) Tiene e mismo centro que la circunferencia x*+ y*-12 =0y & mismo radio que la

circunferencia x? + y?+4x 12y +3 =0
n) Tiene e mismo centro que la circunferencia x? + y?-8x -2y +1 =0y & mismo radio
que la circunferencia x* + y*-10 =0

Una escalera de 4 m de longitud, esta apoyada en la pared de un edificio. Si laescaera
se desliza, hella la ecuacion del lugar geométrico que describe €l punto medio de la
escalera.

Autoevaluacion delaUnidad 4

1.

Dado un segmento AB. ¢Qué lugar geométrico describe un punto, P, que se mueve de
tal manera que el dngulo DAPB esrecto?

Sean dados dos puntos fijos A y B. Halla el conjunto de puntos P tales que el perimetro
del triangulo APB esigua a una constante: 3AB
Dada una circunferencia C y un punto exterior R ¢Qué lugar geométrico describen

todos los puntos tales que, cada uno de ellos, esta a la misma distancia del punto fijo R
gue de la circunferencia?
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Autoevaluacion dela Unidad 5

11. Encuentra la ecuacion ordinaria de la parabola dado su vértice V y su foco F

12.

13.

14.

a V(0,0); K3, 0 b) V(2,3); F(-1,3) c) V(-4,-2/3); F(-3,-2/3)

Encuentra la ecuacién genera de la pardbola que cumple con lo siguiente

a) Vértice V(-2, -4); Foco F(-5, -4)

b) VérticeV(2, 4); Foco F(2, 0)

c) VérticeV(0, 0); Directriz x +2=0
d) VerticeV(0, 0); Directriz x -2 =0
e VéticeV(2, -5); Directriz y +1 =0

f) Directriz y -1 =0; Foco (0, -3)
g Directriz y -3 =0; Foco (0, -5)

Las siguientes ecuaciones representan parabolas. En cada caso encuentra: € vértice V,
el foco F, los extremos del lado recto (LR), la longitud del LR, la ecuacion de la
directriz y la ecuacion del gje de simetria. Dibuja la curva.

a) y* =4x b) y? =-20x ) x? =-10y d x* =14y
€ 8y’- 3x=0 f) 7x*+2y=0 g y>+2y-4x+9=0
h) 3x*- 9x-5y-2=0 i) 3y>+60y- 24x+388=0

En cada caso, encuentra la ecuacion general de la pardbola usando la informacién que
seda

a) Veértice V(3, -4); ge horizontal y pasa por P(2, -5)

b) Vértice V(0, 0); sufoco en & gey (positivo) y LR =8

c) VérticeV(0, 0); sufoco en & gex (negativo) y LR =12

d) VeérticeV(0, 0); LR =4y la pardbola abre hacia la derecha

e) Veértice V(-1,-3); el geesparaelo a gexy pasapor € punto P(2, 3)

f) Ejevertical y pasa por los puntos A(O, 0), B(1, 0) y C(3, 6)

g Ejevertica y pasapor los puntos A(2, 3), B(-2,5) y C(0, 8)

h) Vértice V(3 -4); ge horizonta y pasa por € punto P(2, -5)

1) Eje horizontal y pasa por los puntos A(1, 1), B(1, 3), C(-2, 0)

j) Losextremosdesuladorecto son L(3, 1) y R(3, 5) y su foco estd ala derecha del
vértice

K) Losextremos de su lado recto son L(-1, -4) y R(-1, -8) y su foco estaal lado
izquierdo del vértice

) Losextremos de su lado recto son L (0, 2) y R(4, 2) y su foco esté abajo del vértice

m) Losextremos de su lado recto son L(-3, 4) y R(1, 4) y su foco estaarriba del
vértice
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15.

16.

17.

El cable de suspension de un puente colgante adquiere laforma de un arco de parabola.
Los pilares que lo soportan ienen una atura de 60 m. y estén separados por una
distancia de 500 m., quedando € punto més bajo del cable a una altura de 10 m. sobre
la calzada del puente. Tomando como gjey € ge de simetria de la pardbola, halla:

a) Laecuacion de la parabola.

b) La altura de un punto situado a 80 mdel centro del puente.

Lafuncién de demanda de cierto producto es:
3p+0o°+5q-102=0
y laecuacion de su ofertaes:
p-2g°+3q+71=0
donde p es el precioy g esla cantidad.

a) Condgruye las la gréaficas de ofertay demanda

b) Determina los puntos de equilibrio (son los puntos de interseccién, oferta y
demanda)

¢) Hazed andisis de lazonade beneficio y de pérdida.

Encuentra la ecuacion de la elipse cuyos datos se dan en cada caso. Después transforma
esa ecuacion ordinaria en ecuacion genera

a) C(0,0); gemenor sobre e gey; a=4; b=3
b) C(0, 0); je mayor sobre el gex; a=5; b=2

c) C(0,0); B'(0,-3); F(-2,0)

d) C(0,0); K2, 0); e=1/3

e) C(0,0); B(0,5); e=0.2

f) C(0,0); B'(0,-2); e=0.8

g C(0, 0); B(0, 3); E=0.75

h) C(0, 0); V(5,0); LR=3.6

i) C(0,0);B(0,-1); LR=05

1) C(2, 3); gemenor paralelo a gex; a=5; b=4

K) C(-1, 4); e mayor pardelo a gex; a=3; b =1

) C(4,-5);V(7,-5); B'(4,-7)

m) C(-2, -4); V' (-7, -4); B(-2, 0)

n C(0, 5); ge menor a paralelo a e x;, c=2; b =3

0) C(-3,0); gemayor paralelo d gey; c=1; a=4

p) C(-2/3,3/4); LRespardeloa gey, c=2; b=4

q) C(-1/2, 3/5); LResparaeoa gex c=4; b=3

N C(-1,-5); unadirectriz es paralelaa ge x; e =8/9; c =8
) C(-3,-3); unadirectrizes paraelaal gey; e=3/8; c=8
t) F(-1,3); F(-1,-5); & gemayor mide 10

u F(2,4); F(-6, 4); e ge menor mide 6

v) C(0, 0); losfocos estén sobre el gey; VV' =6; BB’ =4
w) C(0, 0); los focos estan sobre € gje x, VV' =8; BB’ =2
X) C(0, 0); V(O, -7); lacurvapasapor P(-3, 7/2)
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y) Una directriz es paralela a ge 'y, pasa por los puntos A(O, 1); B(1, -1); C(2, 2);
D(4, 0)

18. Las siguientes ecuaciones representan elipses. En cada caso hallar:

El centroC

LosfocosF, F

Los vértices V, V'

B, B’

LR L'R

Ecuaciones de los gjes
Ecuaciones de las directrices
Dibujar eipse

Excentricidad

a y*/25+x%/16=1

b) y?/169+x%/144 =1

c) VYy*25+x%/4=1

d) (x-3)%2/16 +y —2)*> =1

e (x-2)2/36+(y-3)2/9=1

f) (y+5)?/169 +(x +2)*/49 =1
g (y+3)?/36+(x-6)?/16=1

19. En cada caso transforma la ecuacién general en ecuaciéon ordinaria; determina s la
ecuacion representa una elipse, un punto o el conjunto vacio. Si la ecuacion representa
una€lipse, encuentralo siguiente:

- ElcentroC
LosfocosF, F
Los vérticesV, V'
B, B’
LR L'R
Ecuaciones de los gjes
Ecuaciones de las directrices
Dibujar elipse
Excentricidad

a) 25x*+9y?*-50x +36y —164 =0
b) 4x*+9y?-8x +18y +12 =0
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C) 25x>+4y?-150x +16y +241 =0
d) x*+2y?-10x +12y +43 =0

€) 4y*+7 x*+42x -8y +11 =0

f) 4 x> +3y*+16x -6y +31 =0

0) 9 x*+8y?+54x 16y —199 =0
H) 3x28y2+6x —12y —62 =0

i) 4x°+y*-8x +4y +4 =0

j) 3x*+2y*+24x 12y +60 =0

20. Encuentra lo que se te pide:

a) Una dipse cuyos vértices son V(2, 1) y V'(-6, 1) pasa por € punto P(1, -1)
Determina si 10s siguientes puntos pertenecen o no alaelipse

Q(-2, (8+~/7)/[7); R(-2,0); S(-2, [64/7)
b) Una dipse cuyos vértices son V(-3, -1) y V'(-3, 5) pasa por € punto (O, 0)
Determina si los siguientes puntos pertenecen a una elipse:

E(81-(~/5) (3)/ /5, 2); G(-3, 5)

¢) La Luna gira alrededor de la Tierray su 6rbita es una elipse y la Tierra es uno de
sus focos. El ge mayor mide 768, 000 Km y su excentricidad es e = 0.055. Halla las
distancias de los vértices a la Tierra; Estas sonla distancia mayor y la distancia
menor de lalunaalatierra

d) De la misma manera que la Luna gira arededor de la Tierra describiendo una Orbita
eliptica, los 9 planetas (incluyendo la Tierra) gran alrededor del Sol en una oOrbita
eiptica. Con los datos que se presentan, calcula la distancia mayor y la distancia
menor de cada uno de los planetas a sol.

Planeta Eje Mayor Excentricidad
Mercurio 116.4° 10° Km 0.206
Venus 216" 10° Km 0.0068
Tierra 300" 10° Km 0.0167
Marte 454" 10° Km 0.093
Jupiter 1556 10° Km 0.048
Saturno 2854° 10° Km 0.055
Urano 5472" 10° Km 0.047
Neptuno 8996" 10° Km 0.009
Pluton 11.820" 10° Km 0.247
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21,

22.

23.

24,

El arco de un puente es semieliptico, con ge mayor horizontal. La base del arco tiene
30 metros de longitud y su parte mas ata con respecto a suelo mide 10 metros.
Determinar la altura a arco a 6 metros del centro de la base.

En cada caso determinasi € punto dado pertenece ala hipérbola cuya ecuacién se da:

a) x%/4-y?/9=1; P(4~/10 /3, 1) b) x2/2-y216 =1; P(~/3,/3)
€ x%-y?=5;P(3,1) d) 3y?-x%=1; P(+/2,-5)
e 5y*-9x%=36: P(1, -3) f) 3x2-y* =12; P(4, 6)

Encuentra la ecuacion ordinaria de la hipérbola cuyos datos se dan. Después, transforma
esa ecuacion ordinaria en ecuacion general:

j) C(0, 0); ge conjugado vertical; pasa por P(3, 5) y Q(2, -3)
k) C(4,0); F (4,-16); e ge conjugado mide 10

) C(-3,5); F(5,5); el getransverso mide 10.

m) C(0, 0); F(13, 0); una asintota es y =5/12x

n C(0, 0); F(0, 7); una asintota es y =5/6x

0) C(1,2);e=4/3;F1,5)

p) C(2,1); e=5/4; F(5, 1)

L as siguientes ecuaciones representan hipérbolas; en cada caso hala:
El centroC
LosfocosF, F
LosvérticesV, V'
B, B’
LR; L'R
Asintotas
Ecuaciones de los ges
Ecuaciones de las directrices
Dibujar la eipse
Excentricidad

a) x?/16-y*/4=1
b) y?/16-x*/4=1
) y*/25-x%/9=1
d) x?/25-y?/9=1
e) x*/36-y?/36 =1
f) y?/36-x%/36=1
9 (x+2)?/16-(y-3)*/9=1
h) (y -5)?/36 «(x +5)2/25=1
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25.

En cada caso, determina s la ecuacion representa una hipérbola o dos rectas que se
cortan. Si son dos rectas, escribe |las ecuaciones; si es una hipérbola encuentralo mismo
gueen el gercicio anterior.

a) 9x*-16y>-54x +64y —127 =0
b) 3x?-2y*+4y —26 =0

€) 9x*>—4y*+90x +189 =0

d) x*-2y?+6x +4y +5=0

€ 4y*+9y-x?+2x +1=0

Autoevaluacion dela Unidad 6

10.

11.

En cada caso, escribe la nueva ecuacion que resulta cuando el origen se trasada €l
punto O’ dado. Escribe e nombre de cada curva.

a) 3x +2y +5=0; O (-1, 2 ) y? +8x -6y +25=0; O’ (-2, 3)

b) x*+y? -4x +4y -2 =0; O’ (1, 3) d) 4y?+9x?-24y —72x +144 =0; O’ (4, 3)
Para cada ecuacion, encuentra el punto al que debe trasladarse €l origen, de manera que
la ecuacién transformada no tenga términos de primer grado. Escribe la nueva ecuacion;

en @ caso de las pardbolas elimina un término de primer grado y € témino
independiente.

a) X’ +y? -8x+12y -7 =0 f) x?-6x 16y +73=0
b) x?+y? +14x —10y +20 =0 g) 25 x?+9y? 50x +36y —36y —164 =0
Dada la ecuacion x?+x y +y? =1, gira los ges un angulo de 45° y hala la nueva

ecuacion

Encuentra el éngulo de rotacion de manera que al transformar la ecuacion x?-xy +3 =0
la nueva ecuaciénno tengatérminoen X’ y'.

Encuentra el angulo de rotacién de manera que a transformar |a ecuacion x2+3xy+y?=2
no tengatérmino en X'y".
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12. Dada la ecuacion  7x?- 6+/3xy +13y? =16, girar los ges a un angulo de 30° y hallar
la nueva ecuacion

13. Dada la ecuacion 2x?++/3xy + y>=8 gira los ges a un angulo de 30° y halla la nueva
ecuacion.

14. Redlizando una rotacion y después una trasacion de ges, reduce la ecuacion
2x% + 4xy +4y? - 2\/5x- /By =0 de manera que queden Unicamente los términos
cuadréticos y € término independiente.

15. ¢En qué angulo deben rotarse los ejes para que en la ecuacion 7 x°+48x y —7 y*-150x
—50y +100 =0 desaparezca € término x y?

16. Encuentra €l tipo a que pertenece cada una de las siguientes curvas, considerando €
valor del discriminante:

a) 3x7+xy+x —4=0
b) 3x2-10xy +3y?+x -32
C) 2x*-4xy +8y*+7=0
d xy+x-2y +3=0

Autoevaluacion de la Unidad 7

1. En cada caso dimina el parametro y obtén la ecuacion rectangular correspondiente.
Después traza la gréfica

a) x =2t; y =3t €) X =2 +COsA; y =2 +sen A
b) x =3t; y =2t f)x =1+sen A; y =1 +cos A
o) x=1+2t; y=2-1t° g) X =2 sen(; Yy =cos 2q
d)x=2+t; y=1+1t° h) x =cos 2q; y =2 senq

2. Eliminad pardmetro y halala ecuacion rectangular:
a8 Xx=200sQ; y=sen’ q C)X=secq; y=2tanq
b) x =4 senq; y=2cosq d) x =4 cost; y=4sent

3. Considera las ecuaciones paramétricas del movimiento de un proyectil que es lanzado
desde una posicion cero, a un angulo g y con una velocidad inicial x = (Vocosq)t; y =
(Vosem)t — 4.9t%, siendo “x” y “y” las posiciones, en metros, horizonta y vertical
respectivamente del proyectil y t el iempo (parametro) en segundos. Se lanza un
proyectil desde un punto A con una velocidad inicial de 1000 metros por segundo
formando un angulo de 35° con la horizontal. Halla € acance del proyectil y la
duracién de la trayectoria
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Autoevaluacion dela Unidad 8

1

Traza la gréfica de cada ecuacionpolar e identifica €l tipo de curva que representa cada
una

ar=-3senq b)r=3+3cosg c)r=3q d) r? = 4cos2q
e) r =2sem fyr=2sen3q @) r=-2sn3q h) r = (5/2)q
i)r=-5+3cosq j)r=-2-2senq k) r’> = 9sen2q ) r = sendq

Escribe una ecuacién para una rosa con tres pétal os
¢Cud es e valor maximoy minimo der = 3 + 5 seng?
¢Cud es una ecuacion para una espira de Arguimedes que pasa através de A(p/4, p/2)?

Traza |la grafica de cada sistema de ecuaciones polares. Resuelve e sistema utilizando
dgebray trigonometria. Supdn que O £ g £ 2p.
ar=3r=2+cosgh)r=1+cos; r=1-cosq C)r=2sem;r=2sen2q

Encuentra las coordenadas polares de cada punto con las coordenadas rectangulares
dadas. Suponque O£ g£ 2p y r>0.
a) (-021 02) b) (-2’ _5) C) (2/51 _3/2)

Encuentra las coordenadas rectangulares de cada punto con las coordenadas polares
dadas

a) (-2,4p/3) b) (25,2509 ) (-5/2, 5p/3)

Escribe cada ecuacion rectangular en forma polar

ay=2 b) X* +y* =16 O)X—-y¥=1 dx¥x+y=2y

Escribe cada ecuacion polar en forma rectangular
ar=6 b) r=- secq C) r = 3cosq d) r = 2cscq
er?sen2q=8 f)q=p/3

10. Identifica @ tipo de gréfica generado por la ecuacion polar r = 2asenq +2acosq. Escribe

la ecuacion rectangular equivalente

‘Geometria Analitica’ Libro parael Estudiante Hoja 192



Examenes de muestra

A continuacion se presenta una muestra de examenes departamental es aplicados en |os
CECyT’ s del Instituto Politécnico Nacional.

l. Primer departamental
Primer gemplo:

MATERIA: GEOMETRIA ANALITICA

INSTRUCCIONES: Lee cuidadosamente cada uno de los reactivos que se te proponen y
resuélvelos en forma ordenada y limpia, construye de cada uno de €ellos una grafica y
encierra los resultados obtenidos.

“PUEDES USAR CALCULADORA”

PROBLEMA: Los puntos A(7,3) B(-3,5) C(5, -7), son los vértices de un
triangulo; de él calcula:

1.-El perimetroy € &rea de tridngulo
(valor: 10 puntos)

2.-Cdcula las coordenadas de sus puntos medios, las ecuaciones de sus medianas y las
coordenadas del “BARICENTRO”

(valor: 20 puntos)
3.-Calcula las pendientes de sus lados, |as ecuaciones de sus mediatrices y las coordenadas
del “CIRCUNCENTRO”

(valor: 20 puntos)

4.-Los angulos interiores ddl triangulo
(vaor:10 puntos)

Valor del examen: 60 puntos

Evaluacién continua: 40 puntos
Vaor total: 100 puntos

Segundo g emplo:
ASIGNATURA: GEOMETRIA

INSTRUCCIONES: SE PERMITE EL USO DE CALCULADORA CIENTIFIC A.
NO SE PERMITE EL USO DE MATERIAL ADICIONAL.
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AVANCE PROGRAMATICO A EVALUAR: DE11A 25

1.- Obtener e &readel poligono cuyos vértices son los puntos A (-3,3),B(2,1),C(1,-5
)y D(-5,-2). Graficar
valor 1 punto.

2.- Calcular los angulos interiores del tridngulo cuyos vértices son los puntos A (-5, 4 ), B (
2,2),C(4,-4). Grdficar.
valor 2 puntos.

3.- Cacular lalongitud de la hipotenusa ddl triangulo rectangulo cuyos vértices son los
puntosA (-4,-3),B(22)y C(6,-1). Greficar
valor 0.5 puntos.

4.- Obtener las coordenadas de |os puntos de triseccion del segmento cuyos extremos son
lospuntosH (-5,-3)y G (5, 3). Graficar.
valor 1.5 puntos.

5.- Obtener la ecuacion de larecta que pasapor € punto P ( 3, 4) y es paralelaalarecta
que pasa por los puntos A (7,3)y B (-1, -4). Gréficar.
valor 1 punto.

6.- Obtener la ecuacion de la recta que pasa por € punto Q (2,4 ) y es perpendicular ala
recta que pasa por los puntos A (-2,-4 )y B (4,-1). Gréaficar.
valor 1 punto.

7.- Uno de los extremos de un segmento recto de longitud 5 es el punto A ( 3, -2). S la
abscisa del otro extremo es 6 obtener su ordenada. Graficar
valor 0.5 puntos.

8.- Unarecta de pendiente 3 pasa por € punto A (3, 2). La abscisa de otro punto B de la
recta es 4, Obtener su ordenada. Graficar.
valor 0.5 puntos.

Tercer g emplo:
ASIGNATURA: GEOMETRIA
INSTRUCCIONES: SE PERMITE EL USO DE CALCULADORA CIENTIFIC A.
NO SE PERMITE EL USO DE MATERIAL ADICIONAL.
AVANCE PROGRAMATICO A EVALUAR: DE11A 25
1.- Obtener e &readel poligono cuyos vértices son los puntos P (1,-5),Q(-3,3),R(2,

1), y S(-5,-2). Greficar
valor 1 punto.
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2.- Cdcular los angulos interiores del triangulo cuyos vértices son los puntos P (4, -4), Q
(-5,4),R(2,2). Grficar.
valor 2 puntos.

3.- Cdcular lalongitud de la hipotenusa ddl triangulo rectdngulo cuyos vértices son los
puntosA (-6,1),B (-2,-3)y C (4, 3). Graficar
valor 0.5 puntos.

4.- Obtener las coordenadas de los puntos de triseccion del segmento cuyos extremos son
lospuntosA (-45)y B (5,1). Graficar.
valor 1.5 puntos.

5.- Obtener la ecuacion de larecta que pasapor € punto A ( 3,2) y esparaelaalarecta
gue pasa por los puntos R(-5,4)y Q (4, -4). Graficar.
valor 1 punto.

6.- Obtener la ecuacion de la recta que pasa por € punto A (4,3) y es perpendicular ala
recta que pasa por lospuntos A (-6, 1 )y B (-2, -3). Gréaficar.
valor 1 punto.

7.- Uno de los extremos de un segmento recto de longitud 10 esel punto A (-2, -5). S la
ordenada del otro extremo es 3 obtener su abscisa. Graficar.
valor 0.5 puntos.

8.- Unarecta de pendiente 1 pasa por € punto A (-1, 4). La ordenada de otro punto B de la
recta es 2, Obtener su abscisa. Graficar.
valor 0.5 puntos.
VALOR TOTAL DEL EXAMEN 8 PUNTOS.

Cuarto gemplo:

GEOMETRIA ANALITICA

1 Encuentre la distancia entre los puntos. A (2, 3); B (5,4)

2. Si A (X,5) equidistadeB (3,-4)y C(-4,0), halar x.

3. Encuentra las coordenadas de P (X, y), s € punto P es el punto medio del
segmento que une los puntos A(-2, 3); B(-2, 3)

4, P divide al segmento AB de tal maneraquer = % = % .S A(-3,1)y B(2,

-3), encuentralas coordenadas del punto P
5. Calcula €l érea de cada triangulo cuyos vértices son los que se indican: A (2,
0; B(-35); C@B2

6. Calcula la pendiente e inclinacion de la recta que pasa por los puntos. A(O,
1); B(3,5)
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7- Usalos dos datos que se danpara hallar la ecuacion general de larectay graficala
a A(3-5); B(-1,0

b) a=-1;b=-5

c) A(L/2,0); m=-3/5

d m=2b=-1

8.- Hallar ladistanciade larecta5x —12y +3=0 al punto P(-2, 1)

9.- Para cada par de rectas realiza lo siguiente:

A) Encuentra su interseccion (s existe)

B) Determinasi son perpendiculares o paralelas

C) Si no son perpendiculares ni paralelas calcula € angulo que forman
33X +2y 6=0 3x +2y 4 =0

. Segundo departamental
Primer g emplo:

CONTENIDOS PROGRAMATICOS QUE SE EVALUAN: UNIDADES3,4Y 5
INSTRUCCIONES: Resuelve los siguientes problemas en forma ordenaday con lapiz. Se
califica procedimiento y resultado, con la salvedad de que resultado sin procedimiento no
Se toma en cuenta.

NOTA: Se permite & uso de formulario y calculadora.

1.- Hdlar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto (-4,-1) y que es
tangente alarecta 3x + 2y - 12=0, asi como las coordenadas del punto de tangencia.
VALOR (2 PUNTOS)

2.- Dadala ecuacion dela pardbola y? +8y- 6x+4 =0, halar las coordenadas del
vértice, foco, longitud del lado Recto, ecuacion de la Directriz, asi como la gréfica

correspondiente.
VALOR (1 PUNTO)

3.- Los vértices de unaelipse son los puntos (1,1) y (7,1) y su excentricidad es e =1/3.
Hallar su ecuacion, en su forma reducida y en su forma general, las coordenadas de
sus focos y las longitudes de sus gjes Mayor y Menor, longitud de su lado recto, asi como
la gréfica correspondiente.

VALOR (1 PUNTO)

4.- Una empresa electronica produce televisores (T) y estéreos (E) la curva de

transformacion (0 de posibilidades de produccion) esta dada por la ecuacion
E® +3E +5T =128, que representa las combinaciones distintas de cada articulo que
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pueda producir la empresa utilizando eficientemente todos |os recursos, determinar:

a) El nlmero maximo de estéreos que puede producir la empresa.
b) El nimero méaximo de televisores.

¢) Lacantidad de estéreos, si se producen 18 televisores.

d) La cantidad de televisores, si se producen 7 estéreos.

€) Gréfica de la funcion.

VALOR (2 PUNTOS)

5.-Halar la atura de un punto de un arco parabdlico de 18 m de dturay 24 m de base,
situado a una distancia de 8m del centro del arco.
VALOR (2 PUNTOS)

Segundo g emplo:

INSTRUCCIONES: - RESUELVE SOLO 5 (CINCO REACTIVOS). BIEN

DESARROLLADOS.

- SE PERMITE EL USO DE FORMULARIO Y
CALCULADORA PERO NO SU INTERCAMBIO.

- CADA REACTIVO VALE 2 PUNTOS.

- VALORTOTAL DEL EXAMEN 10 PUNTOS.

-  GRAFIQUE CADA PROBLEMA QUE RESUELVA.

Hadle la ecuacion de larecta 4x — 2y + 12 = 0, en su forma normal y determinar los
vaoresdepy w.

Solucién:q“%x +7§—0 y- 315—0 =0, p= 7122—; w =153°266'".
Encuentre ladistanciadel punto P(7, 5) alarecta4x —5y + 5=0.
Solucion: d = |—8-| = 1.249390095..

Determine la ecuacion de la circunferencia cuyos puntos A(— 3, 4) y B(5, — 2), son
los extremos de uno de sus diametros.

Solucion: (x —1)2+(y —1)%=25; x2 +y2 —2x -2y —23=0.
Determine si la ecuacion 4x? + 4y? —8x —48y + 76 = 0, es una circunferencia real
0 un punto o imaginaria. Si es real, ¢qué coordenadas tiene su centro y cuanto mide
su radio?

Solucidn: Si es circunferenciareal; C(1, 6); r = 18 = 342 = 4.24260687 ...
Encuentre la ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria 'y general, s su
centro es el punto C(2, — 3) y estangentealarectax -y —1=0.

Solucion: (x —2) 2+ (y +3)°=8; x? +y% 4x + 6y +5=0.
Encuentre la ecuacion de la parabola en su forma ordinariay general, s su vértice es

el punto V(0, 2)y las coordenadas del foco son F( -2, 2).
Solucion:(y —2) %= —8x; y?+8x—4y +4=0.

Reduzca alaforma ordinaria de la ecuacion de la parébola y determine las coordenadas
del vértice, del foco, la ecuacion de su directriz y lalongitud de su lado recto (ancho
focal).
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y2+8x—2y—15 =0
Solucion: (y —1)2= —8(x —2); V(2, 1); F(0, 1); D: x = 4.
8. Por unatraslacion de gjes, transforme la ecuacion en otra que carezca de términos de
primer grado.
3x2+3y2—42x —4y +133=0.

Solucion: 3x’ > +3y' 2 - £ =0,

Tercer gemplo:

INSTRUCCIONES GENERALES:
SE PERMITE EL USO DE FORMULARIO Y CALCULADORA PERO NO SU
INTERCAMBIO
RESOLVER UNICAMENTE 5 EJERCICIOS
HACER LA GRAFICA DE CADA EJERCICIO
EL VALOR DE CADA REACTIVO ESDE 1.2 PUNTOS

|.- HALLAR LA ECUACION DE LA BISECTRIZ VERTICAL DEL ANGULO
FORMADO POR LASRECTAS X+ VY- 2=0,X - y= 2
R: x=2

Il.-ESCRIBIR EN LA FORMA NORMAL LA ECUACION 4x +3y- 24=0,
ADEMAS, DETERMINAR EL VALORDEPY W
4x +3y- 24

5

=0 Ww=3652 11" p=24/5

[1l.- EL CENTRO DE UNA CIRCUNFERENCIA ES EL PUNTO DE INTERSECCION
DE LAS RECTAS X-2Y =0, X +2Y =0, ADEMAS, ES TANGENTE A LA RECTA

3X +4y- 50=0. HALLAR SU ECUACION

R= x?+ y?-100=0
IV.- EL DIAMETRO DE UNA CIRCUNFERENCIA TIENE POR EXTREMOS LOS
PUNTOS (0,- 4) y (6,4). ENCONTRAR SU ECUACION

(x-3)°+y?=25 x2+y?-6x-16=0

V.- LA ECUACION DE UNA PARABOLA ES y2 = 20X. DETERMINAR LAS

COORDENADAS DEL VERTICE, LAS COORDENADAS DEL FOCO, LA ECUACION
DE LA DIRECTRIZ Y LA LONGITUD DEL LADO RECTO

RV (0,0) F(50) Directriz x=-5 lado recto=20
V.- EL FOCO DE UNA PARABOLA ES F(5,0) Y SU VERTICE ES EL CENTRO DE

LA CIRCUNFERENCIA X2 + y2 = 4. HALLAR SU ECUACION.
y? = 20X

VIl.- DETERMINAR LA ECUACION DE LA PARABOLA DEL VERTICE (2,4),
ECUACION DE LA DIRECTRIZ X=-6
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R (y- 4)°=32x-2) y?-32x-8y+80=0

[I. Tercer departamental
Primer g emplo:

INSTRUCCIONES: RESOLVER UNICAMENTE 5 REACTIVOS. SE PERMITE EL
USO DE FORMULARIO Y CALCULADORA. EL VALOR DE CADA REACTIVO ES
DE 1.2 PUNTOS

1.- HALLAR LA ECUACION DE LA ELIPSE CUYOS VERTICES SON LOS PUNTOS
(4,0) Y (-4, 0) SUS FOCOS SON LOS PUNTOS (3, 0) Y (-3, 0) GRAFICAR

2.- LOS VERTICES DE UNA ELIPSE SON LOS PUNTOS (1, 1) Y (7, 1), SU
EXCENTRICIDAD ES %, HALLAR SU ECUACION Y GRAFICAR.

3.- LOS VERTICES DE UNA HIPERBOLA SON (0,4) Y (O, -4). SU EXCENTRICIDAD
ESIGUAL A g HALLAR SU ECUACION Y GRAFICAR.

4.- REDUCIR LA ECUACION SIGUIENTE A LA SEGUNDA FORMA ORDINARIA
DE LA ECUACION DE LA HIPERBOLA.

OX? - 4Y? +54X +16Y +29=0
5.- PASAR LA ECUACION POLAR A RECTANGULAR :

r=_ 2

1- cosQ

6.- PASAR LA ECUACION RECTANGULAR A POLAR;

5X2 +9Y?=8X + 4
7.- IDENTIFIQUE QUE CURVA O CONICA REPRESENTA CADA UNA LAS
ECUACIONES:

Y2 _-3X?-30X -78=0

X2+ Y24+ 14X —10Y +26=0

OX% +4Y2-18X +8Y —23=0

X2 -8Y +6X =8

X%+ 2XY +Y?2-8X +8Y =0

Segundo g emplo:
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INSTRUCCIONES: LEE CUIDADOSAMENTE CADA UNO DE LOS SIGUIENTES
REACTIVOS Y ESCRIBE TU PROCEDIMIENTO DE RESOLUCION EN LA HOJA
ANEXA. SE PERMITE EL USO DE CALCULADORA.

1.- HALLAR LA ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN QUE
TIENE UN VERTICE EN (6,0) Y LA LONGITUD DEL EJE MENOR ES IGUAL A 10.

2 2
Sol: X—+y—=1
36 25

VALOR: 5 PUNTOS

2.- HALLAR LA ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN QUE
TIENE UN FOCOEN (30) Y LR=9
X2 y2
Sol;: —+=—=1
36 25
VALOR: 5 PUNTOS

3.- HALLAR LA ECUACION DE LA ELIPSE QUE TIENE SUS FOCOSEN (-4,-2) Y (-
4-6)Y LR=6

2 2
o X4, (y+af o
12 16

VALOR: 10 PUNTOS

4.- HALLAR LAS COORDENADAS DEL CENTRO, DE LOS FOCOS, DE LOS
VERTICESY LA EXCENTRICIDAD DE LA SIGUIENTE ELIPSE CUYA ECUACION
ES.

25x% +9y? - 200X+ 90y + 400 = 0
So: C(4-5 F(85 F(0-5) =%Dl
V(©@-5 V' (-1-5 B(4-2) B(4-8) VALOR: 10 PUNTOS

5.- HALLAR LA ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO EN EL ORIGEN,
TIENE UN FOCO EN (9,0) Y EXCENTRICIDAD IGUAL A 3/2.

VALOR:
5 PUNTOS

6.- HALLAR LA ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO EN EL ORIGEN,
QUE TIENE UN VERTICE EN (6,0) Y UN FOCO EN (9,0).

2 2
;‘—6- Z_s =1 VALOR: 5

PUNTOS
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7.- HALLAR LA ECUACION DE LA HIPERBOLA QUE TIENE UN FOCOEN (1,2) Y
LOS EXTREMOS DEL EJE CONJUGADO ESTAN EN (3,1) Y (3,5).

IMAGINARIA VALOR: 10 PUNTOS

8.- HALLAR LAS COORDENADAS DEL CENTRO, DE LOS FOCOS, DE LOS
VERTICESY LR, DE LA HIPERBOLA CUYA ECUACION ES:

4x% - 9y? - 56X - 18y + 43=0

C(7-1) V@3-1) V'(4-1) B(73) B(7-5 F(7++52,-1) F(7-4/52-1)
VALOR: 10 PUNTOS
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