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OBJETIVO:

Los estudiantes desarrollaran las habilidades
necesarias para aplicar los conocimientos
geomeétricos y trigonométricos a través de
situaciones problematicas, para comprender el
mundo fisico que lo rodea y resolver los problemas

relacionados y que como técnicos enfrentan.
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Lee detenidamente la siguiente lectura y descubriras como es que el estudio de
la geometria ha ido evolucionando atravez de los siglos, realiza una linea del
tiempo, ubicando los hechos que definitivamente han hecho que esta parte de
las matematicas haya cambiado. Al final entrega a tu asesor este trabajo.

HISTORIA DE LA GEOMETRIA.

ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA GEOMETRIA:
2

La historia de la geometria se remota a los albores 7
de la humanidad. Los hombres primitivos

, . . 6‘15(‘y
poseian de manera intuitiva los
conceptos de recta, punto y plano.
Ademas, la naturaleza les ofrecia
multiples ejemplos de representa-
ciones geométricas: el Sol y la Luna
eran representados por medio de circulos; una estrella
de mar para poligono estrellado, y un caracol cualquiera por un espiral.
Posteriormente, la necesidad que surgié de conocer y modificar el mundo que
les rodeaba los obligé a profundizar y relacionar sus ideas, surgiendo el
personaje de Euclides (matemético griego) que organizé sus conocimientos de
Geometria y sentd las bases de lo que hoy en dia se conoce como Geometria
Clasica. Su obra fue tan exitosa que desde hace 2000 afios se sigue
ensefiando, desde entonces se le ha llamado Geometria Euclidiana.

Sumerios y babilonios: La rueda inventada por los sumerios 3500 afios A.C.,
marca en la historia el inicio de la civilizacion; inventaron la escritura, crearon la
aritmética y las construcciones de sus ciudades revelan la aceptacion de las
figuras geométricas.

En la antigua Mesopotamia florece la cultura de los Babilonios, herederos de
los sumerios: adaptaron la rueda a sus carros de guerra, descubriendo las
propiedades de la circunferencia, deduciendo el valor de "3" como relacion
entre la circunferencia y el diametro de un circulo.

De acuerdo a sus estudios astronémicos, conocieron que el afio tiene
aproximadamente 360 dias, motivo por el cual dividieron la circunferencia en
360 partes iguales, obteniéndose asi el grado sexagésima.

También tenian el conocimiento de como trazar su hexagono regular inscrito en
el circulo; conocian una férmula para hallar el area del trapecio rectangulo.

EGIPTO: Los egipcios obligados por las constantes avenidas (CRECIDAS) del
Rio Nilo que afio con afio inundaba sus tierras de cultivo, por lo cual tenian que
rehacer las divisiones de tierra para calcular los impuestos para cada duefio de
la superficie cultivada; la aplicacion de sus conocimientos geomeétricos se
hicieron sobre la medida de la tierra de lo cual se deduce el significado de
GEOMETRIA (medidas de la tierra) cuyas raices griegas son: GEO-Tierra y
METRE-Medida.

También aplicaron sus conocimientos de geometria en la construccion de
piramides como la de KEOPS, KEFREN y MEKERINOS, que son
cuadrangulares y sus caras laterales son triangulares equilateros, la de KEOPS
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es una de las siete maravillas del mundo antiguo donde se ha comprobado que
ademas de la precision en sus dimensiones era perfectamente orientada.

Los conocimientos de los egipcios estan contenidos en cinco papiros, siendo el
de mayor interés el de RHIND donde se establecen las reglas para calcular el
area del triangulo isosceles, area del circulo; determinaron el valor de 3.1604
como relacion entre la circunferencia y diametro de un circulo, valor mucho
mas aproximado que el de los Babilonios para .

Los egipcios empleaban el cordel (TENEDORES DE CUERDA) para sus
operaciones de construccion y disefio, siendo regla, compés y escuadra al
mismo tiempo.

GRIEGOS: Los conocimientos egipcios sobre la geometria eran netamente
empiricos, ya que no se cimentaban en una sistematizacion logicas deducida a
partir de axiomas y postulados.

En Grecia comienza la geometria como ciencia deductiva, con los
matematicos, TALES DE MILETO, HERODOTO, PITAGORAS DE SAMOS y
EUCLIDES DE ALEJANDRIA; quienes fueron a Egipto a iniciarse en los
conocimientos de la geometria.

TALES DE MILETO: (SIGLO VII A.C.) fue uno de los siete sabios y fundador
de la escuela "JONICA", se inicia en la filosofia y las ciencias, especialmente
en la geometria.

Resolvio algunas dudas como la altura de las piramides, conociendo la sombra
gue proyectan; la igualdad de los angulos de la base en el triangulo isdsceles;
el valor del angulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto; demostré
algunos teoremas relativos a las proporcionalidades de segmento
determinados en dos rectas cortadas por un sistema de paralelos.

TEOREMAS DE TALES DE MILETO:

1. "Los angulos en la base de triangulo isGsceles son iguales."”
2. " Todo diametro biseca a la circunferencia."
3. " Los angulos inscritos en una semicircunferencia son iguales."

PITAGORAS DE SAMOS: (SIGLO VI A.C.) fue discipulo de Tales de Mileto,
funddé en CROTONA, ITALIA la escuela pitagorica, atribuyéndosele el Teorema
que lleva su nombre y que se enuncia:

" El cuadrado construido sobre la hipotenusa de un triAngulo rectangulo es
igual a la suma de sus cuadrados construidos sobre los catetos ".

Otro de sus teoremas expresa: " La suma de los angulos interiores de un
triangulo cualquiera es igual a dos rectos ".

También demostro la construccion del pentdgono y poliedros regulares como:
tetraedro, hexaedro ,octaedro, dodecaedro e icosaedro.

EUCLIDES DE ALEJANDRIA: (SIGLO IV A.C.) uno de los mas distinguidos
maestros de la universidad de Alejandria y quién por encargo de PTOLOMEO
Rey de Egipto, reunié y ordend los teoremas y demas proporciones
geomeétricas en su obra llamada " ELEMENTOS " que ha sobrevivido hasta el
presente, por lo que se le considera el " padre de la geometria
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iPREPARA TU AGUDEZA PARA QUE CON CALIDAD ADQUIERAS HABILIDAD!

CONCEPTOS BASICOS.

PUNTO, RECTA, PLANO Y ESPACIO.

¢, Como podrian describirse un punto, una recta, un plano y el espacio? Estos
cuatro conceptos son muy importantes en el estudio de la geometria. Aqui no
se definiran el punto, la recta ni el plano, sino que se observaran objetos que

los sugieren.

Un punto como la
marca mas pequefia
gue se puede dibujar

Un punto como
parte un objeto
fisico.

£ 7\

Una recta como Una recta como la
parte de una linea mas delgada
situacion fisica gue se pueda dibujar

[ iy
0

Hay puntos sobre Aunque el globo se
dentro y fuera del destruya el espacio
globo. sigue ocupado por

los mismos puntos

PUNTO
ubicacion, sin longitud,
anchura ni altura

Un punto es una idea o
abstraccién. Un punto no puede
definirse con términos mas
sencillos es un término indefinido.

RECTA
Es una sucesién de puntos
gue tienen una misma
direccion.

Una recta es una idea o
abstraccion. Como no puede
definirse con términos mas
sencillos por si sola esta definida.

PLANO
ilimitado, continuo en todas
direcciones, llano, sin grosor.

ESPACIO
ilimitado, sin longitud,
anchura ni altura.

El espacio es una idea o
abstraccion El espacio es el
conjunto de todos los puntos
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Pon a prueba tu comprensién de de los conceptos anteriores.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

1. Indica si la porcidn en color de cada figura sugiere un punto, una recta, un

plano o el espacio.

2. Menciona cinco objetos cuyas 3.
formas sugieran un plano en
alguna de sus partes. Identifica la
parte especifica de cada objeto.

4. Menciona tres objetos o 5.
situaciones fisicas que ilustren la
idea de recta o de una parte de
ella

Menciona cinco objetos cuyas
formas sugieran un plano en
alguna de sus partes.

Menciona tres objetos, como el
globo que sugieran la idea de
espacio
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RELACIONES ENTRE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS:

Para representar puntos, se dibujan pequefias marcas de papel. Las letras
mayusculas al lado de cada punto son sus nombres; asi, se llaman punto A,
punto B y punto C.

eB

4 o

Una recta puede considerarse como conjunto de puntos. Al dar nombre a un
par de ellos, se puede llamar a la recta en funcién de esos dos puntos. Por
ejemplo, los puntos A y B estan en la recta, por ello se llama recta AB; se
supone que por puntos Ay B sélo pasa una recta. Otra manera de decir esto
es: dos puntos determinan una recta. En ocasiones, se hombra una recta con
una letra mindscula. En este caso, la recta AB también podria llamarse recta I.

B recta AB
0]
recta |
— A
AB

Se escribe:

Un plano también puede concebirse como un conjunto de puntos. Se desigha
con una sola letra o dando nombre a tres de sus puntos que no estén en una
recta. Asi se le llama plano N o plano ABC.

N
A ® ® B
Los puntos A,ByC
estan en el plano N. Yo

Se supone que sélo un plano contiene estos tres puntos. Se dice entonces que
tres puntos que no estan en una misma recta determinan al plano.

Al considerar la recta | como un conjunto de puntos, puede decirse que el
punto A esta en la recta | , y que el punto A es un elemento de la recta | para
describir la misma situacién. También puede decirse que la recta | contiene al
punto A.
Si A, By C son puntos de la recta | como se muestra en la figura siguiente, se
dice que el punto B esta entre los puntos Ay C.
Si A, By C no estdn en la misma recta, no se usa la palabra entre para
describir su relacion.

El punto B esta entre el punto Ay el punto C

El punto B no esta entre el punto Ay el C:
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Alguna de las relaciones basicas de los puntos y las rectas en un plano se
describen a continuacién con modelos, simbolos y definiciones.

Modelo fisico, figura Descripcion Definicion
Simbolo
A, B y C son|Los puntos colineales son

colineales. A, d y ¢
son no colineales. A,
B, Cy D estan en el

mismo plano, son
coplanares. Los
puntos que como

conjunto no estan en
el mismo plano, son
no coplanares.

puntos que estan en la misma
recta.

Los puntos coplanares son
puntos que se encuentran en el
mismo plano.

Las rectas | y m se
intersecan en el punto
A.

Las rectas intersecantes, son
dos rectas con un punto en
comun.

Las rectas | y m no
tienen un punto en
comun. | es paralela a
m.

Las rectas paralelas son rectas
gue estan en el mismo plano y
no se intersecan.

Las rectas p, q y r
tienen  exactamente
un punto en comun.
Son rectas
concurrentes
coplanares.

Las rectas concurrentes son
tres 0 mas rectas coplanares
gue tienen un punto en coman.

B es el vértice. BA 'y
BC son los lados. El
interior del angulo
ABC es la
interseccion de los
puntos del lado A de
BC con los del lado C
de AB.

Un angulo es la union de dos
rayos no colineales que tienen
el mismo extremo.

A, B,y C son vértices,
AB, BC, y AC son los
lados.

Un triangulo es la unién de tres
segmentos determinados por
tres puntos no colineales.
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A, B, C, y D son

y| vértices. AB, BC, CD

y AD son lados.

Un cuadrildtero es la unién de
cuatro segmentos
determinados por cuatro
puntos, entre los cuales no hay
tres que sean colineales. Los
segmentos se intersectan solo
en sus extremos.

Los puntos A y B
estan en el circulo. El
punto O es el centro
del circulo. AB es el
diametro del circulo
OB es un radio del
circulo.

Un circulo es el conjunto de
todos los puntos de un plano
gue estdn a una distancia fija
de un punto dado del plano.

i Proyecta tu conocimiento !

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

1. Dibuja tres
colineales.

puntos

que sean

2. Utiliza el grupo de puntos que se
muestra a continuacion y, con una
regla, dibuja una recta a través de

grupos de
colineales.

tres o mas

puntos

Los ejercicios 3, 4y 5 se refieren a la figura de la derecha

3. Localiza conjuntos
colineales

colineales

de tres puntos

. Nombra conjunto de tres puntos no

5. Nombra cuatro puntos entre los cuales
no hayan tres que sean colineales

°
° e o o
e o o °
°
B
C
F
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Los ejercicios 6, 7 y 8 se refieren a la figura de la derecha.
(Si las rectas parecen paralelas, puede suponerse que lo son).

6. Menciona tres rectas que intersectan e

la recta s. r S t
:\A /3 %3

p
7. Encuentra tres rectas concurrentes 5

8. Menciona todos los pares de rectas ( <
paralelas E/ /N

9. Dibuja cuatro rectas concurrentes.

10.Si tenemos una parcela de forma rectangular, sus linderos son paralelos y
perpendiculares:

S
a) Los linderos sur y norte son
b) Norte y poniente son:
c) Cuales son paralelos:

CONOCE ALGUNAS FIGURAS GEOMETRICAS BASICAS:

Ya que las rectas, los planos y los espacios se consideran conjuntos de
puntos, resulta util definir las figuras geométricas como conjuntos y puntos. Una
figura plana es una figura con todos los puntos en un plano, pero no todos en
una recta. Una figura espacial no tiene todos sus puntos en un solo plano.

B C

A

Un triangulo es una figura plana. Una caja es una figura espacial.

iContinta construyendo tu aprendizaje!

10
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PROPOSICIONES VERDADERAS

i P:Ensns GUE ESHS GUIRS —

&5 Slhcenbosun

m"’m*‘]ﬁrhﬂi’mm—;

El razonamiento es el proceso mediante el cual se sacan conclusiones a partir
de la informacion. En ocasiones, la gente saca conclusiones basadas en sus
propias observaciones. Al observar varias veces que una accion produce el
mismo resultado, se concluye, en general, que esa accion tendra siempre el
mismo resultado. A esta clase de razonamiento se le llama razonamiento
inductivo. Y a la conclusion que se saca del razonamiento inductivo se le llama
generalizacion.

Los tres ejemplos siguientes muestran como puede aplicarse el razonamiento
inductivo en geometria

11
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Ejemplo: Supdngase que alguien cortd, de una hoja de papel, tres triangulos
diferentes

1 3 1 3 1 3

Las esquinas de cada triAngulo se cortaron y colocaron juntas tal como se
muestran a continuacion.

2

2 3 11/3

2

1 3 1

¢, Qué se observa acerca de la suma de las medidas de los &ngulos? ¢Es eso
cierto para todos los triangulos?

Completa esta generalizacion:

La suma de las medidas de los dngulos de un triangulo es la suma de los
tres ...

Para comprender mejor como se pueden construir conocimientos nuevos, a
partir de conocimientos ya establecidos, te invitamos a que conozcas los
elementos del razonamiento deductivo en la siguiente lectura.

DESARROLLO DE LA GEOMETRIA POR MEDIO DEL RAZONAMIENTO
DEDUCTIVO:

Hasta ahora se han buscado objetos de nuestro mundo que sugieren
conceptos geométricos. Se han elegido los conceptos basicos punto, recta y
plano y se les ha llamado términos indefinidos.

A partir de estos términos, se obtuvieron definiciones para describir otras
figuras geométricas, como triangulos, segmentos y angulos. También se
definieron relaciones, como la congruencia, el paralelismo vy Ila
perpendicularidad.

Después, se empled el razonamiento inductivo para descubrir algunas
generalizaciones sobre estas figuras. En este proceso de descubrimientos se
buscaron contraejemplos que invalidaran las generalizaciones.

Ahora es el momento de dar el siguiente paso. Se requiere un método para
comprobar que las generalizaciones descubiertas son verdaderas para todos
los casos. El método que se emplearda se llama razonamiento deductivo.

En las secciones siguientes se estudiara este método.

El proceso del razonamiento deductivo requiere la aceptacion de unas cuantas
generalizaciones basicas sin comprobarlas. Estas generalizaciones se llaman
postulados.

12
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Todas las demas generalizaciones que pueden probarse como verdaderas con
la ayuda de definiciones, postulados y la Iégica del razonamiento deductivo, se
llaman teoremas.

Finalmente, se usan los teoremas ya probados como ayuda para la resolucion
de problemas de la vida cotidiana.

En las secciones anteriores de este capitulo se usé el razonamiento inductivo
para descubrir generalizaciones. Ahora se explorara el razonamiento logico y el
deductivo, y su funcion en la demostracion de teoremas. El proceso del
razonamiento deductivo consta de tres pasos.

En el siguiente teorema se mencionan estos tres pasos:

Si dos lados de un tridngulo son congruentes, entonces los dos angulos
opuestos son congruentes.

Razonamiento deductivo
Paso 1. Empieza con las condiciones dadas (la hipotesis).

Paso 2. Usese la l6gica, definiciones, postulados o teoremas previamente
probados para justificar una serie de proposiciones 0 pasos que
den el resultado deseado.

Paso 3. Afirmese el resultado (la conclusion).
Ejemplo: Dado A ABC es un triangulo con el lado AB = AC.

Las proposiciones que arroja esta conclusién es que por lo tanto, el angulo B y
el angulo C son congruentes. A

B C

Después de usar la légica para obtener las proposiciones correctas del paso 2
del ejemplo probado en las lineas anteriores, se habr4 demostrado este
teorema.

“ Si dos lados de un triangulo son congruentes (hipotesis ) entonces los
dos angulos opuestos son congruentes “ (conclusion).

Ahora te corresponde aplicar estos razonamientos
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

1. Segun el diccionario, un plano es una superficie llana o lisa.

Escribe tres palabras de la definicion que también debera entenderse y para
las cuales forma una definicion.

13
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2. Define uno de los tres términos del ejercicio 1. Elabora una lista de las
palabras de la definicion que también puedan definirse.

3. ¢Deberia considerarse el término plano entre los términos indefinidos?
Explica la respuesta.

4. Da una definicion de espacio que incluya los términos indefinidos conjunto y
punto.

5. Escribe una proposicion que sea un teorema de geometria.

Uno de los objetivos que los recursos de geometria es proporcionar cierta
practica en el razonamiento légico a situaciones de la vida cotidiana. En la vida
diaria, algunas veces se sacan conclusiones con poca o0 ninguna base.

Acéptese esta historia como una representacibn adecuada de algo que

realmente ocurrié.

- El pequefio Luis Medina se sentd en un rincon

- acomer su pastel de Navidad.

- Metié su dedo entre la masa, sac6 una pasa y dijo: jQué buen chico
soy!

6.¢Cuédles de estas conclusiones pueden aceptarse (quizd de manera
inconsciente) al leer la historia?

a). Luis comia un pastel de pasas. d). Era el dia de Navidad

b). Luis comprendié que era un buen chico  e). Luis comprendié que era un
chico porque estaba castigado.
c). Luis era un nifio.

Ahora, lee de nuevo la historia. ¢, Cuales de estas conclusiones son acertadas
basandose Unicamente en la informacion que proporciona la historia?

Interesante ¢verdad ? Continuamos ...

POSTULADOS DE GEOMETRIA

Los postulados de geometria son muy importantes en el proceso del
razonamiento deductivo. Pueden compararse con las reglas de un juego. En el
juego de la geometria se aceptan los postulados como verdad y se usan como
ayuda en la demostracién de teoremas.

14
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Tema: Razonamiento deductivo

AQUI HABRA QUE INVESTIGAR, QUE PASO CON EL PUNTO
NUMERO 1.(Baldor)

2. AXIOMA. Es una proposicion tan sencilla y evidente que se admite sin
demostracion.

Ejemplo. El todo es mayor que cualquiera de sus partes.

3. POSTULADO. Es una proposicion no tan evidente como un axioma pero que
también se admite sin demostracion.

Ejemplo. Hay infinitos puntos.

4. TEOREMA. Es una proposicién que puede ser demostrada. La demostracion
consta de un conjunto de razonamientos que conducen a la evidencia de la
verdad de la proposicion.

En el enunciado de todo teorema se distinguen dos partes: la hipétesis que es
lo que se supone, y la tesis que es lo que se quiere demostrar.

Ejemplo. La suma de los angulos interiores de un triangulo vale dos rectos.
5.HIPOTESIS. A, By C son los angulos interiores de un tridngulo.

TESIS. La suma de los angulos A, B Y C vale dos rectos.

En la demostraciéon se utilizan los conocimientos adquiridos hasta aquel
momento, enlazados de una manera légica.

6. COROLARIO. Es una proposicion que se deduce de un teorema como
consecuencia del mismo.

Ejemplo. Del teorema: La suma de los angulos interiores de un tridngulo es
igual a dos rectos, se deduce el siguiente corolario: La suma de los angulos
agudos de un triangulo rectangulo vale un recto.

Después de haber realizado la lectura, qué te parece si practicas tu
razonamiento.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

En los ejercicios del 1 al 8, completa los enunciados con las palabras punto,
recta, plano y espacio. Di qué postulado sugiere la proposicion completa.

1. Silos dos puntos estan en un plano, entonces la . que los
contiene esta en el plano.

2. Un . contiene por lo menos tres puntos no colineales.

3. Dos puntos estan contenidos en una, y solo una, .

4. Si dos planos se intersecan, se intersecan exactamente en una

5. Hay exactamente una . que pasa por un punto dado y es
perpendicular a un plano dado.

6. En un plano separa un . en dos semiespacios

7. En un plano, hay exactamente una . que pasa por un
punto dado y es perpendicular a una recta dada

8. Una recta separa un . en dos semiplanos.

Con una cuerda y unos clips, construye un modelo para estos postulados.
¢,Cual es el nimero minimo necesario de trozos de cuerda y clips para
satisfacer todos los requisitos de los postulados?

15
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Hay por lo menos un trozo de cuerda

Hay exactamente tres clips en cada trozo de cuerda

No todos los clips estan en el mismo trozo de cuerda

Hay exactamente una cuerda a través de dos clips cualesquiera
Dos cuerdas cualesquiera tienen por lo menos un clip en comun.

agrwbhE

Identifica si son axiomas, teoremas, postulados, corolarios las expresiones
siguientes:
1. El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
cada uno de los catetos.
2. La distancia mas cercana entre dos puntos es la recta que los
une. :
3. La suma de dos angulos que suman noventa grados son
complementarios.

16
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RECTA

Para el estudio de la geometria es necesario que te familiarices con ciertos
términos frecuentemente empleados en los procesos de razonamientos y
solucion de problemas. A continuacion se te muestran algunos de los mas
empleados.

3.2 NOMENCLATURA Y NOTACION DE RECTAS.

BISECTRIZ: Es un segmento de recta que divide en dos partes iguales a
alguna cosa.

Existen figuras que tienen dos o mas bisectrices, es decir, existen figuras que
pueden partirse de varias formas en dos partes iguales o simétricas. Un angulo
sélo tiene una bisectriz siendo ésta la recta que pasa por su vértice y ademas
lo parte en otros dos dngulos de la misma medida o abertura.

vértice—»

N

Bisectriz

El diametro es una bisectriz
del circulo. Existen muchas
bisectrices en el circulo.

MEDIATRIZ.- Es la recta perpendicular a un segmento que pasa por el punto
medio.

Mediatriz

—

PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO

17
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Cuando dibujamos dos lineas rectas sobre un plano, podemos observar que
esas lineas quedan de la siguiente manera:

1) Se cruzan en algun punto.
2) Dos lineas pueden no cruzarse aunque se prolonguen infinitamente.

En el primer caso observemos que al cruzarse forman cuatro angulos. Si
estos angulos son de diferente medida entonces las rectas son oblicuas, pero
si los cuatro angulos formados por las rectas son iguales entonces se llaman
rectas perpendiculares. Las rectas perpendiculares tienen la misma
caracteristica de formar cuatro angulos rectos. Un angulo recto mide 90
grados.

En el segundo caso, es decir, cuando las lineas nunca se cruzan por mas que
se prolonguen, reciben el nombre de rectas paralelas y el angulo formado
entre ellas es de 0 grados, porque si desplazamos una sobre la otra, o que se
observa es que se enciman y no existe abertura entre ambas; y la figura que
forman es un angulo de 0 grados. Como ejemplo de lineas paralelas podemos
mencionar a las vias de ferrocarril y los cruceros de las calles en una ciudad
pueden representar las lineas que se cortan en algun punto.

Q
©

AN Nk :

Las rectas a y p son paralelas. En ambos casos se simboliza de la forma
siguiente:

allp.

Los segmentos de recta AB y CD son perpendiculares y se expresan como:
AB _|_ CD porque forman un angulo recto.

C
e
-
D f

\v/ e L f
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Las rectas m y | son oblicuas q t

I A r

De las figuras anteriores se observa que las rectas :

q | r; gy r Son perpendiculares

q L s;qys Son perpendiculares
r||s;rys Son paralelas

s y t; Son oblicuas

ry t; Son oblicuas

Los angulos 1y 2 son iguales, etc.
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PROBLEMAS GRAFICOS:

medio de un segmento.

, /0
[ 5
7 \m

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

1) Trazar una perpendicular en el punto

Sea el segmento AB (Fig. 41). Con
una abertura de compas mayor de
la mitad del segmento y haciendo
centro en A y en B,
1B sucesivamente, se trazan los arcos

\Q ~
%___—._...-‘
7

T

Fig 41

0, m, ny p, que se cortan en C y
D, respectivamente. Uniendo C
con D, tenemos la perpendicular
en el punto medio H, del segmento
AB.

2) Trazar uno, perpendicular en un

punto cualquiera de una recta,
Sea P un punto cualquiera de la recta
AB (figura 42). Haciendo centro en P y S

con una abertura cualquiera del compas, r

se trazan los arcos m y n; haciendo
centro en los puntos en que estos arcos
cortan a la recta se trazan los arcos q y

r, que se cortan en el punto S. Uniendo A b -
S con P, se tiene PS que es la

perpendicular buscada

Fig, 42

3) Trazar una perpendicular en un extremo de un segmento sin prolongarlo (Fjg

43)

o ¢]

>

Fiz. 43

Sea AB e segmento. Para trazar la

perpendicular en un extremo B, se hace centro
en B y con una abertura cualquiera de compas,
se traza el arco p g r que corta a AB en C.
Haciendo centro en C y con la misma
abertura, se sefiala el punto D; haciendo
centro en D se sefiala el punto E. Haciendo
centro en D y en E, sucesivamente se trazan
los arcos s y t, que se cortan en U. Uniendo U
con B, tendremos la perpendicular buscada.

4) Por un punto P exterior a una recta AB trazar a ésta una paralela. (fig. 44

A).

20
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A - Por un punto cualquiera C de la recta
. A y con radio CP se traza el arco OPD.

M, E 3 \,9:__ Haciendo centro en P y con el mismo
™ 7 radio se traza el arco OCE.
T Con centro en C y tomando una
oL abertura de compés igual a PD se
e (7 2t X sefiala el punto M.
&

&

=

jw)
ey}

La recta PM es paralela a la recta AB y pasa por P.

5) Trazar la bisectriz de un angulo
Sea el angulo ABC (Fig. 44B)

Haciendo centro en el vértice B se
traza el arco OMN.

Con centro en M trazamos el arco
r y con centro en N el arco s.
Entonces r y s se cortan en P.

La semirrecta BP es la bisectriz
del angulo ABC.
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CONGRUENCIA' Y MEDIDA

Intuitivamente decimos que dos figuras geométricas son congruentes si una de
ellas puede ser trasladada de tal forma que coincida con la otra punto por
punto. En otras palabras las figuras congruentes tienen la misma mediday
forma. Suponemos que al trasladar una figura geométrica no cambia ninguna
de sus propiedades, excepto su localizacién en el espacio. Estas figuras son
rigidas, esto es, no se doblan ni se deforman. Entonces, si movemos un
triangulo de tal manera que coincida con otro, la traslacién no altera la medida
de los angulos ni la longitud de cualquiera de sus lados; podemos observar que
las nociones de congruencia y medida estan estrechamente relacionadas.
CRITERIOS DE CONGRUENCIA Y MEDIDA

a) Medida de segmento de recta. En la medicion de segmentos de recta,
usamos unidades de longitud. Antiguamente, las unidades de longitud eran
tomadas de partes del cuerpo. Un codo era la longitud del brazo del hombre,
desde el codo hasta la punta del dedo cordial. La distancia entre las puntas del
pulgar y el mefique, en mano extendida se llamaba palmo. Un codo media dos
palmos. La braza era la distancia entre los extremos de los dedos con los
brazos extendidos: media aproximadamente 1.83 m. y se usa todavia en
mediciones oceanicas de profundidad.

La historia consigna que la yarda fue definida como la distancia entre el
extremo de la nariz y la punta del pulgar de Enrique I, teniendo el brazo
extendido.

La pulgada fue establecida como la longitud de tres granos de cebada,
colocados uno después de otro. Estas unidades no fueron usadas de manera
uniforme. Una unidad mas moderna de medida es el metro, propuesto en 1791
como una diezmillonésima parte de la distancia entre el Polo Norte y el
Ecuador. Un metro equivale a 39.17 pulgadas y es ligeramente mayor que una
yarda.

Desde el punto de vista geométrico, podemos representar la medida de una
forma siguiente:

Consideremos ahora una recta | sobre el plano, y escojamos un punto
arbitrario que designaremos O. Escojamos otro punto sobre la recta y
denotémoslo con 1.

% q
(o) &) &) ()
< < < <O |
X1 0 1 X2

Con este principio podemos construir una recta numérica estableciendo una
correspondencia uno a uno entre los nimeros reales y los puntos sobre la recta
l.

Por ejemplo, para encontrar el numero 2 tomamos la distancia U desde el
punto O hasta el punto 1, como nuestra unidad, asignemos el nimero 2 al punto
que esta situado una unidad a la derecha del 1; de la misma manera
asignemos el punto localizado una unidad a la izquierda de 0, al entero
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negativo 1. Esta correspondencia entre los numeros reales y los puntos de | es
llamado sistema coordenado.
U

(D A\ (&) A A ) |
() () () (Y < <
-2 -1 0 1 2 3

Si queremos medir un segmento de recta PQ, podemos usar uno de los
sistemas coordenados de la recta |I. EI simbolo que emplearemos para la
medida PQ serda m(PQ) .

Para efectuar comparaciones entre medidas de diferentes segmentos de recta,
usaremos la misma unidad de longitud en todos nuestros sistemas
coordenados.

Si tenemos una recta |, a la cual le hemos asignado algun sistema coordenado
entonces, dados dos puntos cualesquiera.

P Q
X1 0 1 X2

Py Q sobre la recta, definimos la medida del segmento de recta PQ como la
distancia entre ellos. Si X1 es el nimero asignado a P y Xz es el numero
asignado a Q, esta distancia sera el nimero de unidades de longitud que haya
de PaQ.

Por ejemplo si P tiene coordenadas -5 y Q coordenada 2 entonces m(PQ) =7
gue es el numero de unidades que hay de P a Q, las cuales son las mismas
que hay de Q a P.

Ejemplo: Si P y Q son numeros reales encontrar la medida m(PQ) del
segmento en cada caso.

2 Q m (PQ)
a) -1 3/5 8/5
b) 0 -7 7
C) -10 -3 7
d) 2 9 11
P Q
a) EENNNREANT po=vs M
-1 0 1
8/5
b) Q P
1 b=l
-7 65 -4 -3 -2-1 0 1 2
C) P Q
- =1
-0 98 -7 6 5-4-3 -2 -1 0
d) = Q

I I I 23
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| M =1 H
210 12345 6 7 89

M = unidad de medida en cada caso.

PROPIEDADES DE LA MEDIDA DEL SEGMENTO DE RECTA

1. La medida de un segmento de recta es siempre un numero real positivo, es
decir:

m(PQ) > 0
2. Si PQ c ABentonces m(PQ) < m (AB)

Esto significa que si el segmento PQ esta contenido en el segmento AB
entonces la medida de PQ es menor o igual que la del segmento AB.

3. Si PQ es un segmento de rectay si R es algun punto entre P y Q, entonces

p q
| —— b

Si p_ac ab entonces: pa_g ab

R
| | ]
| | |
P

Q
m(PR) + m(RQ) = m (PQ)

Esta es la propiedad aditiva de la medida de segmentos de recta; es decir, la
medida total del segmento es igual a la suma de las medidas de sus partes.

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Si PQ es un segmento de recta, existe exactamente un punto R sobre PQ, tal
gue la medida del segmento PR es igual a la medida del segmento RQ es
decir, m(PR) = m(RQ).

Este punto R se denomina punto medio del segmento PQ. Si R es el punto
medio de PQ entonces algunas veces decimos que R biseca a PQ ya que por
R se puede trazar una bisectriz.

Como R es el punto medio del segmento PQ, entonces m (PR) = m (PQ) por lo
que la coordenada del punto medio estara dada por pm = (P + Q)
2

Si conocemos la coordenada de dos puntos, podemos encontrar la coordenada
del tercero.
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Ejemplo: Encontrar la coordenada del tercer punto a partir de los puntos dados.

P |Q R a) (-6+3) =-3/2
a) |-6 |3 2

b) |5 -2 b) (6+Q/2 =-2

c) -4 |3 5+Q  =-4
Q =-4-5

Q =-9

c) (P-4)/2 =3

P-4 =6
P =6+4

p = 10

CONGRUENCIA DE SEGMENTOS DE RECTA

Después de describir la medida de segmentos de recta, podemos definir la
relacion de congruencia entre segmentos de recta.

Se dice que dos segmentos de recta son congruentes, si tiene la misma

medida. El simbolo que usaremos para esta relacion serd& = que quiere decir
congruente con o congruente a. Por lo que si PQ y RS tienen la misma
medida entonces son congruentes y podemos escribir PQ =z RS.

Decir que PQ = RS eslo mismo que decir m(PQ) = m(RS).

DIVISION DE UN SEGMENTO EN UN NUMERO DE SEGMENTOS
CONGRUENTES.

Como un caso particular del teorema de Thales podemos considerar el
siguiente caso:

Un sistema de rectas paralelas divide a dos transversales en segmentos
congruentes si la constante de la proporcionalidad es igual a la unidad
(r=al/b=1).

r =razén

Lo que nos da la técnica para dividir en segmentos congruentes, una recta
dada AB, de la siguiente manera:

1. Trazar una recta A C sobre la cual se marca el nimero de partes iguales
en que se desea dividir el segmento AB.

2. Se traza el segmento CB y enseguida por los puntos de division en el
segmento AB se trazan paralelas al segmento CB.

Por ejemplo: Si queremos dividir AB en 6 partes iguales.
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DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA

Derivada también del teorema de Thales, llegamos a la razén de division de un
segmento:

Si A, B, P, con A # B, son puntos colineales y se dice que P divide al segmento
AB enlarazonr=AP/PB .

| | '

A P é
Como también se tiene que: AP + PB = AB, entonces AP = AB - PB .

Entonces larazon r = AP/ PB se transforma en:

r = (AB-PB)/PB.

Las igualdades i) e ii) permiten una manipulacion adecuada de estos
conceptos; por ejemplo:
¢, Qué punto divide al segmento AB en la razén 2?

Usando: AP = r(AB)/(r+1) = 2AB/(2+1)
AP = 2/3AB

Ahorausando: PB = AB/(r+1) = AB/(2+1) = AB/3

Nos queda: AP = 2/3AB
AP =2/3 AB

xﬁ | \g

1/3 AB = PB

e /

Comprobando: r= (2/3AB)/(1/3AB) = 2

Estas razones se toman en el sentido de izquierda a derecha.

Verifica tus conocimientos, haciendo:
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

1.- Encuentra la medida (m), el valor de p; y construye tus rectas para cada
segmento.

R S m( RS)
a) -2 3/6
b) 0 -4
C) -8 -3
d 12 1

2. Cudl seré la coordenada de los siguientes puntos, tomando en cuenta que B
es el punto medio del segmento AC.

A B C
a) -2 4
b) 3 -5
C) 1 6

3. Divide en 5 partes iguales el siguiente segmento de recta CD.

C D

AUTOEVALUACION.
I. Subraya la respuesta correcta a los siguientes enunciados:

1. Cultura que ordend los conocimientos empiricos de la geometria para
elevarla a ciencia. )
a) EGIPCIA b) GRIEGA c) BABILONICA d) ROMANA

2. Cultura que basada en sus estudios astronémicos dividieron la
circunferencia en 360 partes iguales, obteniendo asi el grado sexagesimal.
a) SUMERIA b) GRIEGA c) BABILONICA d) EGIPCIA

3. Cultura cuyos conocimientos geométricos permitieron deducir el significado
de geometria:
a) EGIPCIA b) ROMANA c) SUMERIA d) FENICIA

4. Matematico que calcul6 la altura de la piramide por medio de la sombra
que proyecto. )
a) PITAGORAS b) EUCLIDES c) ARQUIMEDES d) THALES DE
MILETO.

5. Matematico que estableci6 el teorema " La suma de los angulos interiores
de un triangulo es igual a dos angulos rectos ". )
a) EUCLIDES b) HERON c) PITAGORAS d) PLATON

27



SAETA GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

II.  Cita objetos que ilustren lo siguiente:
a) Recta.

b) Rectas Perpendiculares.

c) Plano.

d) Punto.

e) Espacio.

f) Rectas Paralelas.

[ll. Indica si las afirmaciones siguientes son falsas o verdaderas:

a) El diametro de un circulo es una recta.

b) Dos puntos siempre son colineales.
-* ® *—o
DE C A D B

c) Elpunto D estaen AB.
d) El punto D estaen AC.
e) ¢ Eslo mismo BA que AB ? ¢ Por qué ?

f) Dos puntos determinan una recta.
g) Una recta divide a un espacio en dos semiespacios.
h) Si dos rectas se intersectan, la interseccion es un punto.

IV. Resuelve lo siguiente:

a) SiBestaentre AyC, AC=10yAB =4, encontrar BC

b) Identifica la hipétesis y la conclusién de las siguientes proposiciones:
1) un triangulo es isOsceles si tiene dos lados congruentes.
2) todos los triangulos equilateros tienen tres angulos congruentes.

V. Responde con el concepto apropiado:

1. El segmento de recta trazado en una circunferencia que pasa por el centro,
y cuyos extremos son dos puntos sobre ella, se conoce como:

2. Las rectas que al cruzarse forman angulos de 90 grados, se llaman:

3. Las rectas que no se cruzan aunque su prolongacion sea infinita se llaman:

VI. Resuelve lo siguiente:

a) Un segmento AB mide 12 unidades, el punto P interior en el segmento,
determina los segmentos AP y PB. Si se conoce la razén de medida donde:
PB = 73 AB,
entonces la medida que le corresponde a AP es:
b) ¢ Cudl es la medida del PQ, conociendoqueP =-3 y Q=77
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i Dos cabezas piensan mas que una'!

ACTIVIDADES

Recuerda que cualquier actividad, realizada en equipo rinde mejores frutos,
que el trabajo individual, por el cual te sugerimos ésta forma de trabajo para
gue analicen y discutan las dudas que se les presente.

También puedes acudir al auxilio de tu asesor, para aclaracion de alguna duda.

1. Analizando los antecedentes historicos de la Geometria, contesta las
siguientes preguntas:

2. Herramienta empleada por los egipcios, que funcionaba como regla,
compas, escuadras al mismo tiempo:

3. Nombre de los matematicos griegos que inician la geometria como ciencia
deductiva:

4. Cita los tres fundamentos de Tales de Mileto:

1. Escribe el enunciado de Teoremas mas importante de Pitagoras de Samos:
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DEFINICION, CLASIFICACION, NOTACION Y MEDICION DE ANGULOS

Cuando se analizan figuras y cuerpos de formas geométricas se observan
espacios en los puntos de union o de interseccion de planos de rectas y trazos.
Estos espacios son de vital consideracion en Geometria.

Entonces:

Se llama angulo a la abertura o amplitud que hay entre dos semirectas
gue se cortan en un punto llamado vértice.

Ejemplo:

L b S

La abertura comprendida entre AB y AC se llama angulo.

Las semirectas que forman el a&ngulo se llaman lados del angulo. El punto
donde se unen las semirectas se llama vértice. Para representar un angulo se

utiliza el simbolo £
C

AB Lados del
AC angulo.

A = Vértice del ngulo.

¢, Como designar o nombrar un angulo?

Los angulos se pueden designar o nombrar de tres maneras distintas:

Mediante una letra mayuscula colocada en el vértice

angulo A angulo B
v 0 blen E‘ 0 b|en

Mediante una letra mindscula o un numero colocado dentro del angulo.

angulo a angulo 1
0 blen 0 bien
Z 1
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Mediante tres letras mayusculas, de las cuales la del vértice se coloca entre las
otras dos, que se colocan sobre los lados del angulo.

A B
A D angulos ABC y BCD
AOB
f obien ZABC y g
DOC
Z BCD
BOC
B C
D C

Angulo positivo. Se dice que un angulo es positivo cuando al formarse el
angulo, el lado movil gira en direccion contraria a las manecillas del reloj.

/TG

Angulo negativo. Se dice que un angulo es negativo cuando al formarse, el
lado mavil gira en la misma direccién a las manecillas del reloj.

- N >

Nota: El sentido del giro lo indican las flechitas

Lado inicial de un angulo. Es la semirecta en la cual principia la rotacion.
C

AEes el lado A Ees el lado
inicial. inicial.
o
A B
C B

Lado final de un angulo. Es la semirecta en la cual termina la rotacion.
C C B

A?es el lado AB_es el lado
A final. final.
B
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¢, Como se clasifican los angulos ?

Atendiendo a sus caracteristicas, se distinguen los siguientes tipos de angulos.

[) Segun su medida o magnitud los angulos pueden ser:

a) Angulo Agudo: Es el que mide menos de 90°, ejemplo:

B
Z A =60° Z B=72°
60° < 90° 720 < 9Q°
entonces: entonces:
60° Z A es agudo Z B esagudo
£
b) Angulo Recto: Es el que mide 90° , ejemplo: C
A
90° Z A =90° Z AOC =90°
entonces: A B ZCOB =90°
Z A esrecto 0 «BOD =90°
ZAOD =90°

D
c) Angulo Obtuso: Es el que mide mas de 90° pero menos de 180° , ejemplo:

Z A =123° Z B=
1580 > \\

123° 90° 158° >158°
90°

1230 123° <180° 158° <

180°

entonces: entonces:

A Z A es obtuso Z Bes

obtuso

d) Angulo Llano o Colineal: Es el que mide 180° , ejemplo:

180° B
£ A=180° | £ B = 180°
m entonces: U entonces:
[ Z A es colineal Z Bes
colineal
A o llano 180° o llano

4. Angulo Céncavo o Entrante: Es el que mide mas de 180°, pero menos de
3600,
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Ejemplo:
Z A =331° B Z B=270°
331° 331° 180° v 270° 180°
O 331°  360° 270°  360°
b entonces: entonces:
/ A es concavo / B es coéncavo
0 entrante 0 entrante

f) Perigono: Es el angulo que mide 360° (un giro completo), ejemplo:

360°
ZA = 360° Z B =360°
A | @ B -360°
entonces: entonces:

Z A es un perigono Z B es un perigono

CLASES DE PARES DE ANGULOS:

B D a) Angulos Consecutivos: Se llaman
angulos consecutivos a los que tienen
comunes un vértice y un lado que los
separa.

b Ejemplo: <a y< b son consecutivos

a por que tienen el mismo vértice Ay el

A C lado comtn AD. " El lado comun forma

parte de los dos angulos".

b) Angulos Adyacentes. Son aquellos que tienen un vértice y un lado comun
y los lados no comunes estan alineados uno del otro. Ejemplo:

< a y <b son adyacentes porque tienen

el mismo vértice F y un lado comun FG ;

G pero ademas los otros dos lados no
a b e comunes FH y FE , estan alineados

F

H

También se observa que la suma de los dos angulos adyacentes forman un
angulo colineal o llano.

<a + <b =180°

POR SU SUMA, DOS ANGULOS PUEDEN SER:
a) Angulos Complementarios: Son dos angulos que juntos suman 90° (o
sea forman un angulo recto), ejemplo:

En simbolos:

b Za + Zb = 90°
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Un angulo es complementario de otro; es decir / a es el complemento de «
byasuvez Zbeselcomplementode /a.

Za + /b =90° Za+ Zb =
90°

25° + /b =90° Z a + 65°=
90°

entonces:

entonces:

Zb = 90° - 25° b=65° Za = 90° -
65° a=25°

Z b = 65° a Za = 25°

Entonces:

El complemento de un angulo se obtiene restando a 90° el valor del
angulo conocido.

Ejemplo:
¢, Cual es el complemento de un angulo de 15°?

ZX + 15° = 90°
ZXx = 90° - 15°
ZX = 75°

Si £ A=57° su angulo complementario / B es de:

ZA + ZB = 90°

57°+ B = 90°
ZB = 90°-57°
ZB = 33°

b) Angulos Suplementarios: Son dos angulos que juntos suman 180° (o sea
forman un angulo colineal o llano), ejemplo:

En simbolos:
Za + /b = 180°

180° a 0°

Un angulo es suplemento de otro, es decir, Z aes el suplementode Zb, y a
suvez, Z b eselsuplementode ~<a.
Za + Zb = 180°

b 70°+ /b = 180°
180° a=70° 0° /b = 180°-70°
/b = 110°

Por lo anterior el suplemento de un angulo se obtiene restando a 180° el
valor del angulo conocido.
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Ejemplo:
¢, Cudl es el suplemento de un angulo de 85° ?
Z x+85° = 180°

ZXx = 180° - 85°
ZX = 95°

¢, Cudl es el valor del angulo £ A si su angulo suplementario £ B mide 128° ?

Z A+ B = 180°

Z A+ 128° = 180°
ZA = 180°-128°
ZA = 52°

c) Angulos Conjugados: Son dos angulos que juntos suman 360° ( 0 sea
que forman un angulo perigono), ejemplo:

[y
/<_Jl;
Un angulo es el conjugado de otro, es decir, £ a esconjugadode £ b yZ/

b es conjugado de /£ a.
a =220°

Z a+ /b = 360°

Za+ Zb = 360°

(\ 220°+ £ b = 360°
Z b = 360°-220°
b Z b =140°

En consecuencia el conjugado de un angulo se obtiene restando a 360° el
angulo conocido.

Ejemplo:
¢,Cudl es el &ngulo conjugado del &ngulo de 25°?
Z X+ 25° = 360°
Z x = 360°-25°

Z X = 335°
¢,Cual es el valor del angulo £ A, si su angulo conjugado Z B es de 138°?

Z A+ £ B = 360°

Z A+ 138° = 360°
Z A = 360°-138°
ZA = 222°

Complementa, suplementa y conjuga tu conocimiento
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.
Realiza lo que se te pide a continuacion:

I. Calcula el complemento:

1. Si £ a =32° Z b=
2. Si £ b=72° / a=
3. Si £ m=76° Z n=
II. Calcula el suplemento:

1. Si £ a =37° Z b=
2. Si £ b =125° Z a=
3. Si £ x =22° Z y=
[ll. Calcula el conjugado:

1. Si Z a=85 Z b=
2. Si £ m=178 Zn=
3. Si £ x =256 Zy=

IV. ¢Cuéantasy cudles parejas de angulos suplementarios encuentras?

V. ¢ Cudl es el &ngulo que es igual a su complemento?

VI. Encuentra cada angulo, si son suplementarios y el mayor de ellos es el
doble del menor.

ANGULOS QUE SE FORMAN CUANDO DOS PARALELAS SON
CORTADAS POR UNA TRANSVERSAL.

Se forman ocho angulos que, segun la posicion relativa de unos con respecto a
otros, reciben los siguientes nombres:
/7(b a

C d
r m
)Up n

36



SAETA GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

a) Angulos alternos internos.- Son los que quedan a uno y otro lado de la
transversal y en el interior de las paralelas, ejemplo:

Zr = «/d Zrcons d

/ /
r/-/yd Zmcon Z ¢ C>/\m
/ /

b) Angulos correspondientes: Quedan al mismo lado de la transversal y a un
mismo lado de las paralelas y son iguales, ejemplo:

/e o7 / /

Zc =2Zm

Aum 4 4 ki
/ / Py T

Zacon Zm Zb con Zr Zc con Zp Zd con
Zn
Za = /Z m Zb =Zr Zc=/p Zd =«

n

c) Angulos alternos externos: Quedan a uno y otro lado de la transversal y
en la parte exterior de las paralelas y son iguales, ejemplo:

bf/ Zbcon Zn /Aa Z acon

// Zb=42n / Za =/
P\

d) Angulos opuestos por el vértice: Son los que quedan uno frente a otro,
cuando dos rectas se cortan entre si y ademas son iguales. Ejemplo:

Aa e /
/

/
C>/ Am / | -,
/ P/ / T

Zacon Zc Zm con Zp Zb conzd Zn con Z
r
Za = Zc Zm = Zp Zb=24d Zn =Zr

SUMA Y RESTA DE ANGULOS:

Para realizar estas operaciones es necesario recordar que 1°= 60’ y 1 =
60’!

Suma de angulos: Sumar dos o mas angulos es encontrar el total de grados.
Ejemplo:
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Si tengo tres angulos, uno de 40° , otro de 55° y un tercero de 75° al sumarlo
nos dara un total de 170° .

por que: 40°
75°
55°
170°

Observa con atencion el siguiente ejemplo:

Si tengo un £ de 23° 56’ 187, otro de 46° 38’ 54” y un tercero de 12° 22’ 157,
¢,Cual sera el total?
23° 56’ 18”
+ 46° 38 54”
12° 22" 15”
81° 116’ 87~
Se convierten los 87" a minutos dividiendo entre 60” se le suma el minuto
entonces en 87” hay un minuto y sobran 27 segundos 81° 117 27"
se convierten los 117’ a grados dividiendo entre 60 820 57' 27"
: o :
entonces en 117" hay 1° y sobran 57 minutos. Resultado final

Otro ejemplo: Ahora tenemos un Zde 83° 29’ 57”,otro de 19° 21°15” y el tercero
de
12° 30’ 09”, ¢ Cual sera la suma?

83° 29’ 57”

19° 21’ 15”

12° 30’ 09”

114° 80’ 81" ------ 81” = 1 minuto y sobran 21 segundos
114° 81’ 21”7 ------ 81’ =1 grado y sobran 21 minutos

[ 115°21’° 21”| —— Resultado final

RESTA DE ANGULOS:

La resta de angulos tiene la misma "intencion" que la resta de nuamero
naturales. Esto es, ver cuanto le falta al sustraendo para ser igual al minuendo.

i Vamos a comprobarlo !

Tenemos un angulo M y le vamos a restar el angulo N. Si £ M =80° y Z N =
45°

80°
- 459
359

Pero si a un angulo de 90° le restamos otro de 36° 10’ . ;cual sera el
resultado?
Podemos proceder de la siguiente manera:

Convertimos 1° de los 90° a minutos 1° =60’
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90°= 89° 60’
entonces:

89° 60’

- 36° _10°

53° 50’

Observa los siguientes ejemplos:

1) 36°15 —13°25 32"

36° 15’ = 35° 75’ (Se convirtié un grado a minutos y se suma a los que

teniamos)
35° 74’ 60” (Se convirtié 1 minuto a segundos)
Por lo tanto:

36° 15 = 35° 74’ 60”
35° 74 60”
- 13° 25 32~
22° 49 28” —— resultado

2) 180° = 179° 59" 60" - 93° 32" 57~

179° 59’ 60"
- 93° 32" 57"
86° 27 03"

entonces:

entonces:

iActivate operando con angulos!

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

I. Efectla las sumas y restas de angulos que se proponen:

1. 34° 41 51”7 2. 17° 36’ 427 3. 150°
+ 70° 35 117 + 65° 43’ 50” - 9°10"13”
8° 23’ §59” 16° 57’ 45”
4. 98° 37
- 26° 59" 48"

¢, Vamos bien ? Continuamos...

¢, COmo medir un angulo ?
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La medida de un angulo depende Unicamente de su amplitud de rotacion,
siendo independiente de la longitud de sus lados; es decir, el tamafio de los
lados de un angulo puede ser cualquiera, sin que por ello varie su valor
angular.

Ejemplo:

El angulo formado por las manecillas de un
reloj a las tres en punto es 90°

6 independientemente de que el reloj sea
grande o pequefio.

La unidad de medida es el grado ( °) la cual equivale a _1 partes del circulo.
360

Cada grado se divide en 60 minutos 1° = 60’

Cada minuto equivale a 60 segundos 1" = 60”

Este sistema de medidas angulares, por tener como base el nimero 60 segun
acabamos de ver, se llama Sistema sexagesimal.

Para medir angulos, usamos un instrumento llamado transportador para
usarlo se deben de seguir las siguientes instrucciones:

1. El vértice del angulo debe coincidir exactamente en el centro del
transportador.

2. Uno de los lados del angulo debe coincidir con el diametro 0° - 180°.

3. El otro lado del angulo o su prolongacion, nos dara la medida del angulo.

A continuacion te mostramos algunos ejemplos de medicion de angulos.

60° 1202.».::-;::""'

Z AOB = 130° B

Para medir angulos mayores de 180° , se traza la prolongacion auxiliar a los
180° y unicamente se mide con el transportador la diferencia, que después se
sumara a 180° para dar el valor exacto del angulo.

Veamos un ejemplo: 180°%_ ( Q 1\ P Q°
/ Z PQR =180°+ 43°
~ Z PQR= 223°

Para trazar un angulo:
Primer paso: Se traza uno de los lados y acomodando el centro del
transportador en uno de los extremos y que el otro extremo coincida con 0°.
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Segundo paso: En donde marque la medida deseada se pone un punto, el cual
después se une con el extremo que sirvidé de apoyo.

Aqui dibujamos un angulo de 130° :

ler. paso 2do. paso

300 150° 130°

La medida de un angulo es la misma que la de su amplitud
correspondiente

Que te parece si ahora lo practicas
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

Haciendo uso del transportador, mida los siguientes angulos

o L >ac

/a = =

Il. Traza 4 angulos de las siguientes medidas: 54°, 120°, 230°,y 302° .

CONVERSION DE GRADOS A RADIANES Y VICEVERSA:

Podemos relacionar radianes y grados por medio de expresiones sencillas. En
una circunferencia completa hay 360° o 2 Tt radianes ( 2 Ttrad ), entonces:[]

360° = 27rad
360° = 2mrad dividiendo la ecuacion entre 2 &t
2T 27
1 rad = 360° = 180°
2T T
1 rad = 57.30°=57°18’
También: 1 rad = 180°

T
1rad (t) = 180°
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lgrado = rxrad
180°
Ejemplos:
1. Convertir a radianes: a) 60° b) 135°
Solucién: Multiplicamos por el nimero de radianes que hay en un grado,
lgrado=_Tm , tendremos:
180°
a) 60° = 60 (_m_ = (60)(3,1416) = 3,1416 = 1.0472rad
180° 18Q° 3
b) 135° = 135°(_ & = (135) (3,1416) = 2.3562 rad
180° 180°
2. Convertir a grados: a) 5rad b) 2.15 rad

Solucion: Multiplicando por el numero de grados que hay un radian,
lrad = 180° tendremos:

7T
2) 5rad:5(1800>= (5) (180°) = 900
T 3.1416  3.1416

286° 28’ 42"

123° 11’ 08”

b) 2.15rad =2.15(180°\= (2.15 )(180°)
/I 3.1416

Continta en el proceso de conversion de angulos
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.
I. Convierte a radianes los siguientes ejercicios:
a) 22°

b) 33°

c) 50°
II. Convierte a grados los siguientes ejercicios:

a m rad
4

b) 130 rad

¢) 3.15rad

Seguimos conociendo mas sobre angulos

DEMOSTRACION DE TEOREMAS:
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Bisectriz de un angulo. Se llama bisectriz a la recta que divide un angulo en
dos angulos exactamente iguales.

Ejemplo: D

bisectriz B
La recta AB es la bisectriz del &ngulo CAD de la

figura
C

Este diagrama muestra como la

bisectriz de un angulo resulta util en I

la marcacion de un estadio de

beisbol. monticulo

Observa que el monticulo del y de! lanzador
, . . tercera base

lanzador esta sobre la bisectriz del

angulo, a 60 pies y a 6 pulgadas de

home. si estd sobre recta, pero no

esta en el punto medio de la recta

gue va de home a la segunda base.

] segunda base

primera base

Congruencia de angulos. Si consideramos dos angulos ABC y A'B'C’ y se
dibuja uno de ellos en papel transparente, y se superpone sobre el otro, de tal
manera que el vértice B coincida con B’ y el lado BC con el B'C’, se presentan
las siguientes posibilidades.

- Que el lado BA, coincida con el lado B'A’, en tal caso los angulos son
congruentes.

A A’ A
B
B < B’ B’
/ABC = /A’B’C’
C

C’

O w>
oo

- Que el lado BT resulte interior al Z/ABC, y ental caso el £ A’'B’C’ es menor
que el Z ABC.

A <A
"< B
A A’ ’ B
B B’ ZANBC < ZLABC
C C

Demostrar: Los suplementos de angulos iguales son iguales.

QOm@>
AANA
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Datos: Za suplementode £ 1, Z b suplementode Z£ 2
L 1=z 2
Demostrar: Z a = Z b
PROPOSICIONES FUNDAMENTOS
1./ asuplemento £ 1, Z b suplemento 1. Datos.
£2
2. Za + £1 = 180° 2. /s suplementarios son £ s cuya
/b + 2 = 180° suma es 180° .
3/a+/1 = /b + /2 3. Si dos cosas son iguales a una
tercera, entonces, son iguales
entre si.
4. / 1 = / 2 4. Datos.

5. Si las diferencias son iguales

5.Za-4Lb=s£1-2£2 .
entonces son iguales.

De pares iguales de angulos suplementarios se puedan restar los angulos
iguales (dados). Las diferencias iguales son los angulos buscados.

Teorema: Dos 0 mas rectas son perpendiculares a otra recta dada, cuando al
cortarla forman con ella &ngulos rectos (90°)

C E G
A 0 0 0 B
D F H

CD 1 AB, porque <BOC = <COA 90° c/u
EF | AB, porque <BO’E =<EOQ’A 90° c/u
GH_ AB, porque <BO”G=<GO”A 90° c/u

DEMOSTRACION DE TEOREMAS RELACIONADOS CON SITUACIONES
REALES:

DEMOSTRAR EL TEOREMA: La suma de cuatro angulos rectos nos da un
angulo perigono ( 360° ).

Se tienen mosaicos cuadrados. ¢ Puedes cubrir un piso sin dejar huecos entre
los mosaicos?

Tomando un mosaico vemos que uno de sus angulos internos mide 90° :

Si colocamos junto a él, otro mosaico;
entre los dos forman un angulo de 180°.

90¢”
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(1Y

Colocando otro que coincida en el vértice de los anteriores:

~

N
w,

el &ngulo formado es de:

El hueco que queda es de 90° lo que quiere decir que alli cabra otro mosaico
para hacer el total de 360° .

4R
A

y asi se pueden ir anexando mosaicos sin dejar huecos entre ellos.

AUTOEVALUACION.

I. En lafigura dada a la derecha, AB y CD se intersectan en x. Contesta lo
que se pide:

1. ¢Qué angulos son agudos? C
2.- ¢Qué angulos son obtusos? 2
A 3\ 4
B
3. ¢Son /3y £4 adyacentes? 6/ 7
4. ¢Qué angulos son opuestos por el vértice?
5. ¢Qué par de angulos son opuestos por el vértice?

II. Encuentra el valor de los angulos que se piden.

1. ¢Cuél es el complemento de un angulo de 15° 37°?

2. ¢Cudl es el suplemento de un angulo de 128° 42’ 25”7

3. ¢Cudl es el conjugado de un angulo de 256° 38’ 43”7
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lll. Realiza la siguientes conversiones
1. 30° a rad
2. 15°17 a rad

3. 25° 02’ a rad

ACTIVIDADES REMEDIALES

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

4. 3.7rad a grados
5. 7rad a grados

6. 6.5rad a grados

Si tienes dudas sobre angulos, te invito a resolver el siguiente problema:
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Un granjero quiere separar estos once conejos construyendo once corrales
exactamente con cuatro vallas rectas. ¢Como puede hacerlo? (Las vallas se
pueden cruzar).

Seguimos informando....
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TRIANGULOS.

Desde la escuela primaria se sabe qué un triangulo facilmente se puede
identificar pero en este tema trataremos de dar una definicion mas de esa
figura.

3.4.1. DEFINICION, NOTACION Y CLASIFICACION DEL TRIANGULO.

Si en un plano se tienen tres puntos no alineados a los que llamaremos A, B, C,
y se trazan lineas que los unan de dos en dos, el espacio interior formado es
un triangulo.

El trazo de una poligonal cerrada que pase por los tres puntos no alineados
forman un triangulo.

Cuando las figuras geométricas o poligonos estan formados por tres lineas,
pertenecen al subconjunto llamado triangulos.

Cuando tres lineas se cruzan en diferentes puntos, el espacio que queda entre
ellas es un triangulo.

A

Tridngulo es todo poligono o figura geométrica limitada por tres lados,
que forman entre si tres angulos.

Notacion. Un triangulo se nombra colocando tres letras mayudsculas en sus
vértices y en los lados opuestos las correspondientes letras mindsculas,
siguiendo siempre una rotacion contraria al movimiento de giro de las
manecillas del reloj.

C M

A MNP
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CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS
Por la longitud de sus lados, los tridngulos son:
. Equilateros. Cuando los tres lados del triangulo tienen la misma longitud.

. Isésceles. El triangulo presenta dos de sus lados iguales y el otro desigual.
. Escalenos. Los tres lados del triangulo son de diferente longitud.

/\ ai ia t/\ bi ;C
a a a
b

equilatero isbésceles escaleno

Por la medida de sus angulos, los triangulos son:

E
A DEF es un triangulo Definicion :
rectangulo. El lado EF Un triangulo rectangulo es un
es la hipotenusa. DE y EF triangulo que tiene un angulo
D F  son los catetos recto.

D es un angulo recto.

K
A JKL es un triangulo Definicion:
/\ obtusangulo. Un triangulo obtusangulo es
triangulo que tiene un angulo
J L obtuso

K es un angulo obtuso.

G A GHI es un tridngulo Definicién:
equiangulo. Un triangulo equiangulo es un
triangulo que tiene tres
angulos y sus tres lados
congruentes.
H I

PROPIEDADES DE LOS TRIANGULOS.

Propiedad de los angulos interiores de un triangulo. La suma de los
angulos interiores de un triangulo es igual a dos angulos rectos.

ZA+ 2B+ £C=2R=180°
B
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Propiedades del angulo exterior de un triangulo. Todo angulo exterior a un
triangulo es igual a la suma de los otros dos interiores no adyacentes a él.

B

Za = LA+ ZB

A C
Por la propiedad de los angulos interiores de un y triangulo:

/A+/ZB+/ZC=2R
Zo+ £ZC = 2R por ser adyacentes

Comparando las dos igualdades, los segundos miembros son iguales y ello
implica que los primeros también son .

A+/4ZB +£C =ZLa +Z£C

Pasamos C al primer miembro, con la operacion contraria.
/A+ /B+ 4C - £/C = Za

Como C estd sumado y restando se elimina.

ZA +ZB = Za

Propiedades relativas a los lados y angulos de un triangulo.

1) En un tridngulo, cada lado es menor que la suma de los otros dos y mayor
gue su diferencia

B
A C
AB <BC + AC
AB>BC - AC

2) En todo triangulo, a lados iguales se oponen angulos iguales y, cuanto
mayor es el lado, mayor es el angulo opuesto.

Congruencias:
3) En un triangulo solamente puede haber un angulo recto u obtuso.

4) Cada angulo de un triangulo equilatero vale 60°.
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Criterios de igualdad de triangulos.

Primer criterio. Dos triangulos son iguales cuando dos lados y el angulo
comprendido son respectivamente iguales.

B

A C

Problema: Dado A ABC, construir otro triangulo igual a él, que tenga dos lados
iguales y que el angulo comprendido también sea igual.

Solucion: Se traza una semirrecta de origen. A", se transporta la longitud del
lado AC. Se transporta el
angulo Ay, en el lado del angulo A", se transporta el lado AB, determinando el
punto B,.

Se une B" con C’y queda determinado el triangulo.
B

A C
Segundo criterio. Dos triangulos son iguales cuando tienen un lado y dos
angulos adyacentes a el respectivamente iguales.

B

A C

Problema: Dado A ABC, construir otro tridngulo igual a el, que tenga un lado y
los dos angulos adyacentes a el iguales.

Soluciéon: Se traza una semirrecta de origen A’ y se transporta el lado AC y
sobre dicho lado los angulos Ay C. Donde se cortan los lados del angulo Ay C
determinan el punto B’. B

A
C
AC = AC
A =NA ABC = A'B'C’
cC =¢C

Tercer criterio. Dos triangulos son iguales cuando tienen sus tres lados
respectivamente iguales.

B
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Problema: Dado A ABC, construir otro triangulo igual a él, que tenga los tres
lados iguales.

Solucion: Se traza una semirrecta de origen A’ y se transporta el lado AC. Se
toma con el compas la longitud del segmento AB y en el extremo A’ se
transporta dicha medida haciendo un arco y, de la misma forma, se transporta
la longitud de BC al extremo C’, cortando el arco anterior que determina

el punto B'.

A’
AB=A'B’
AC=A'C AABC=AA'B'C
BC=BC

Cuarto criterio. Dos triangulos son iguales cuando tienen dos lados y el angulo
opuesto al mayor de ellos, respectivamente iguales.

Problema: Dado A ABC, construir un triangulo igual al dado.
AC> AB
B opuesto AC

Solucion: Se traza una semirrecta de origen A" y se transporta AB y, sobre el
extremo B’, se construye él angulo igual a B. Con él compas se toma la
longitud AC y se transporta al extremo A’, haciendo un arco que corte el lado
del &ngulo B", quedando determinado el punto

A : 5

Contintia conociendo mas sobre triangulos...
RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

Las rectas notables del triAngulo son: mediatriz, bisectriz, altura y mediana.
Los puntos notables del triangulo son: circuncentro, incentro, ortocentro y
baricentro.

Mediatriz es una recta perpendicular trazada en el punto medio de cada lado
del triangulo a su vértice opuesto.
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Las mediatrices de un triangulo concurren en un punto llamado circuncentro,
que equidista de los vértices del mismo y es centro de una circunferencia
circunscrita a €l (K circuncentro)

C

A X °

K equidistade A,de By de C

Bisectriz: Es la semirrecta interior del angulo que lo divide en dos partes

iguales.

Las bisectrices de los angulos interiores de un triangulo concurren en un punto

llamado incentro, que equidista de los lados del mismo y es centro de una

circunferencia inscrita en él. (I incentro)
B

T~

A C
| equidista de AB, de BC y de AC

Altura es el segmento perpendicular comprendido entre el vértice y el lado
opuesto.
Las rectas a las que pertenecen las alturas de un triangulo concurren en un
punto llamado ortocentro.

H (ortocentro)
B

Mediana es el segmento comprendido entre el vértice y el punto medio del lado
opuesto.
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Las medianas de un triangulo concurren en un punto llamado baricentro, que
dista 2/3 del vértice de la mediana correspondiente.
B

A C
( G baricentro)

POSTULADOS DE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS.

Aplicar los postulados de congruencia de triAngulos para saber si dos triangulos
son congruentes.

Como los triangulos son poligonos, podemos afirmar que dos triAngulos son
congruentes (de la misma forma y mismo tamafo), cuando los tres lados y los
tres angulos de uno, son congruentes con sus homélogos lados y angulos del
otro triangulo, respectivamente.

Sien AVZW y A KLH sabemos, como se indica en la figura, que:
H
W
[ L
3

[ 4

F4
VZs KL ,ZW = LH, VW KH
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Y ademéas,que £ V= Z K, £ Z= Ly Z W =/ H, entonces
podemos asegurar que los dos triangulos son congruentes, y para establecer
esto simbdlicamente, necesitamos hacer corresponder a cada vértice su
homologo, esto es,

A VZW = A KLH.

Por lo anterior, si queremos saber si dos triangulos cualesquiera son
congruentes, necesitamos primero saber si las seis partes (lados y angulos) de
uno, son congruentes con las seis partes homaologas del otro.

Sin embargo, existen algunas reglas que nos van a permitir establecer una
congruencia entre dos triangulos de una manera mas rapida y sencilla, sera
suficiente conocer ciertas congruencias de elementos homologos para
asegurar que los triAngulos son congruentes.

Estas reglas son tres enunciados que consideramos como verdaderos y que
llamaremos postulados de congruencias de triangulos.

Los tres postulados de congruencia de triangulos se reconocen con los
nombres de LLL (lado- lado- lado). LAL (lado- angulo- lado) y ALA (adngulo-
lado- angulo) y se puede obtener de la siguiente manera:

Para dibujar un triangulo A" B° C° que sea
congruente con el triangulo ABC, se puede

seguir tres diferentes caminos : € i‘“\t
A) Camino de postulado LAL.
1.- Traza un segmento A" B" que sea con

gruente con el segmento AB del A ABC.
2.- Medir con el transportador, el angulo A y L

trazar el angulo A’congruente con el angulo A. A B
€

3.- Medir el segmento AC del A ABC y trazar el \

segmento A"C’congruente con AC. A B

4.- Unir C"con B’para completarel AA'B"C’

gue podemos comprobar es congruente -
con el triangulo dado ABC.
.’!. B
Hemos dibujado el triangulo A'B°C” haciendo que A'B’ .
que A'C'= AC. Esto es que los dos triangulos tengan dos pares de Iados
congruentes y los angulos comprendidos entre dichos lados también sean

congruentes.

Postulado LAL. Si dos lados y el angulo comprendido de un tridngulo son
congruentes respectivamente con dos lados y él angulo comprendido de
otro triangulo, entonces los dos triangulos son congruentes.
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B) Camino de postulado ALA.
1.- Trazar un segmento A'B° que sea con
gruente con el segmento AB del triangulo ABC. A B

2.- Medir los angulos A y B del triangulo ABC y

trazar LAy Z B que sean congruentes con

/s Ay B, respectivamente.
3.- Marcar con C” el punto de interseccion de los
rayos que salen de A’y de B’. Asi tenemos el \,\ \
triangulo A'B'C" que podemos comprobar es : -
congruente con el triangulo ABC dado.
Hemos dibujado el triangulo A’'B°C” haciendo que

A'B’= AB, el angulo A’ congruente al angulo Ay AN
el angulo B" al angulo B. Esto es que los dos ‘\Ti
triangulos tengan dos pares de angulos \

congruentes y los lados comprendidos entre A B
dichos angulos también sean congruentes.

Postulado ALA. Si dos angulos y el lado comprendido de un tridngulo son
congruentes respectivamente, con dos angulos y el lado comprendido de otro
triangulo, entonces los dos triangulos son congruentes.

C) Camino del postulado LLL.

Recortar el triangulo ABC vy utilizarlo como molde para dibujar el triangulo
A'B'C’. De esta manera estamos haciendo que coincidan los tres lados del
triangulo ABC, con los tres lados del triangulo A'B'C’. Esto es que A'B'= AB, A’
C'=ACyBC=BC.

Postulado LLL. Si los tres lados de un tridngulo son congruentes,
respectivamente con los 3 lados de otro triangulo, entonces los dos triangulos
son congruentes.

Estos tres postulados de congruencia de tridngulos los usaremos para
descubrir y probar algunas propiedades de las figuras geométricas que
estudiaremos

Aqui lo usaremos para saber si dos triAngulos que reunen ciertas condiciones
(tienen algunas partes congruentes) son triangulos congruentes.
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Ejemplos:

Son los triangulos congruentes
porque cumplen con el postulado

Son triAngulos congruentes porque
B cumplen con el postulado LAL.
Son tridngulos congruentes porque
cumplen con el postulado LLL.
q il 11

un lado comun y que es congruente

(observa que estos triAngulos tienen
consigo mismo.)

¢Lograste asimilarlo?
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

1. Clasifica los triangulos de acuerdo a sus lados

NN

2.- Las siguientes parejas de triAngulos 1 y 2 son congruentes, anota en el
rectangulo el nombre del postulado que se aplica para asegurar la congruencia.

— ] N
b R
t=7

3. Investiga en algun libro de Geometria que esté a tu alcance como se
construyen los triangulos, sigue los pasos indicados y construye uno de cada
tipo. Necesitaras compas y regla.
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4. Identifica los triangulos como acutangulo, rectangulo u obtusangulo.

5. En los ejercicios siguientes, los segmentos que tienen marcas idénticas se
consideran congruentes. Cita todos los pares de &ngulos que son congruentes.

4 M
B 5 0 E D N L

6. La medida de los angulos de la base de un tridngulo isdsceles se representa
por X, y el angulo del vértice, por 2x + 30. Encuentra la medida de cada
angulo.

7. Las medidas de los angulos de un tridngulo se representan por 2x + 15, x +
20 y 3x +25. Encuentra las medidas de los angulos.

Para que confirmes la comprension del tema sobre triangulos, resuelve los
siguientes ejercicios.

AUTOEVALUACION

1. En esta figura hay 27 triangulos equilateros. Cita todos los posibles.
¢,Cuantos encontraste?
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2. Prueba que la bisectriz del &ngulo del vértice de un tridngulo is6sceles, es
la bisectriz perpendicular de lado opuesto.

3. En la figura de abajo, identifica las alturas y sus triangulos respectivos.
z

X P w Y

( 4) Construir un triangulo que tenga un angulo de 50° Y los dos lados que lo
forman midan 5 cmy 3.5 cm.

(5). Construir un triangulo que tenga un angulo que mida 60° y los dos lados
que lo forman midan tres pulgadas y cuatro pulgadas. Trazar las tres

medianas y sefialar el baricentro.

(6). Construir un triangulo que tenga un lado que mida 7 cm y los dos angulos
adyacentes midan 30°y 70°. Trazar las tres alturas y sefalar el ortocentro.

(7) Construir un triAngulo que tenga un lado que mida 4 pulgadas y los angulos

adyacentes midan 40° y 50°. Trazar las bisectrices y sefialar el incentro.
(8)Construir un triangulo equilatero de 5 cm de lado. Trazar las mediatrices y
sefalar el circuncentro.

(9)'Construir un triangulo rectangulo cuyos catetos midan 3 cmy 4 cm.
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(10) Construir un triAngulo rectangulo que tenga un cateto que mida 8 cm y
cuya hipotenusa mida 10 cm. Dibujar las tres alturas.

(11) Construir un triAngulo rectangulo que tenga un cateto que mida 6 cm y
tenga un angulo agudo de 50°, Dibujar las tres mediatrices.

(12) Construir un triangulo rectangulo que tenga una hipotenusa que mida 5 cm
y un angulo que mida 45°. Dibujar las tres medianas.

(13) ¢ Cuanto vale el &ngulo de un triangulo equilatero?

(14) Dos angulos de un triangulo miden 40° y 30° respectivamente.

¢,Cuanto mide el tercer angulo y cada uno de los angulos exteriores?

( 15) Los angulos en la base de un triangulo isésceles miden 40° cada uno.
¢, Cuanto mide el angulo opuesto a la base?

Si tuviste complicaciones para la aplicacién de tus conocimientos en la solucién
de los problemas planteados.

ACTIVIDADES

1. Puedes consultar cualquier libro de Geometria que esté a ta alcance para
gue vuelvas a intentarlo.

2.- Si aun después de la consulta te quedan dudas, acude con ti maestro
asesor. el podra auxiliarte.

3.- Ademas de resolver los problemas propuestos, si lo deseas, presenta a tu
asesor otros ejercicios resueltos por ti sobre este tema.

DEMOSTRACION DE TEOREMAS.
TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Toda recta paralela a un lado de un tridngulo, con las rectas a que
pertenecen los otros dos lados, un triangulo semejante al dado.

1) Los puntos P’ y N’ pertenecen a PA y AN

Enel APAN; PN’ // PN = APAN=APAN

LP=/ZP Por ser correspondiente entre A
paralelas
ZN=2sN Por ser correspondiente
entre paralelas P ’
Z A escomudn / \
PA = AN _= PN Por consecuencia de
Thales P N

P°'A AN PN
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2) Los puntos S’ y L’ son exteriores a los lados OS y OL y pertenecen a los
ogyor

Enel ASOL,SL'//SL ~« O escomin O

ASOL=ASOL" £S=2ZS Por ser correspondien- S /\L

ZL=/L tesentre paralelas

SO =_10 = SL Por consecuencia de L‘?'
Thales
SO LO Sl

3) Los puntos C y L son exteriores a los lados CA y AL y pertenecen a las

semirrectas TR yTA
ACAL,L'C'//LC = ACAL=ACAL /A\
C L

TEOREMA DEL CATETO

Sea un triangulo rectangulo ABC (rectangulo en £ A); se cumple que cualquier
cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y su proyeccién sobre ella.

Es decir: A

a b a

a_b a_c
b m”>c m

Demostracion:

Los triangulos ABH, AHC y ABC, son C ;
proporcionales, ya que tienen tres a H
angulos iguales

A ABCy A ABH tienen un angulo recto

Z ABH = £ ABC Por construccion

Luego tienen los lados homdélogos proporcionales.

TEOREMA DE LA ALTURA.

La altura de un triangulo rectangulo es medio proporcional entre las dos partes
en que divide a la hipotenusa.
m _h
h n
Demostracion:
Basta tener en cuenta la proporcionalidad de los triangulos A ABHy A ACH

de la figura anterior

Gran descubrimiento.
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Uno de los Teoremas mas conocidos en Geometria Plana es el Teorema de
Pitagoras, llamado asi por el matematico griego Pitagoras, quien observé que
para todos los triangulos rectangulos, el area de un cuadrado construido sobre
la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos
sobre los catetos.

En los ejemplos de abajo, encuentra la forma de contar las pequefias unidades
cuadradas que te muestran que el area de los cuadrados A y B es igual al &rea
del cuadrado C sobre la hipotenusa.

TEOREMA DE PITAGORAS.

Si el triangulo ABC, es rectangulo, entonces el cuadrado de la longitud de la
hipotenusa, es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los
catetos.

A
Formula: c2=a?+ b2

b c

C a B
Analisis:

Construye cuadrados sobre el triangulo ABC como los que se muestran en el
ejemplo anterior.

El cuadrado sobre a, tendra area a?

El cuadrado sobre b, tendra area b?

El cuadrado sobre c, tendré area c?

El cuadrado sobre el lado c, consta de cuatro triAngulos congruentes con el A
ABC y un cuadrado. La figura muestra la longitud de un lado del cuadrado pequefio, a-
b.
Puede encontrarse el area del cuadrado grande, sumando las areas de los cuatro
triangulos y el &rea del cuadrado pequefio.
El area de un triangulo es %2 de ab
El area del cuadrado pequefio es (a-b)?
Asi  c?=4(1/2 ab) — (a-b)? = 2ab — (a® — 2ab + b?) = a® — b?, entonces

c?=a’-b?
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A +«— a-b
b C
C a B

APLICACION:
La altura de un arbol es de 17.24 m ¢Qué distancia hay de la punta del arbol al
final de la sombra?

c =7
12.14 m
DATOS FORMULA SOLUCION
b=12.14m c’=a?+b? c?=(17.24 m)? + (12.14 m)?
a=17.24m c? =293.78m? + 147.38m?
c=2 c = V441.16m’

c=21m
Resultado = 21 m
Asi que la distancia que hay de la punta del arbol al final de la sombra es de
21m.
Del teorema anterior se deducen los siguientes corolarios:

a) En todo triangulo rectangulo la hipotenusa es igual a la raiz
cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos.

Si c?=a?+ b?, despejando c, quedaria
c= vJa’+b?
b) En todo triangulo rectangulo, cada cateto es igual a la raiz
cuadrada de la diferencia entre el cuadrado de la hipotenusa y el

cuadrado del otro cateto.

Si c?2=a?+Db?, transportando términos queda:

Despejando a Despejando b
a’+b? =c? a’+b? =c?
a’= c?-b? b?= c?-a?

a= Jc?-bh? b= +c®-a?

Las formulas de los anteriores corolarios permiten conocer los catetos de todo
triangulo rectangulo.
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a= vJc?—h? c= +Ja?+b?

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

En los ejercicios siguientes establece si la ecuacion dada es correcta 0 no.

a
C2=a2+b2( ) X2+y—22( ) C2—a2+b2
s f
t r t
U c g
S
82 =u2_t2( ) f - C2+g2 ( ) r = 52+t2 ( )

En los siguientes ejercicios, emplea la informacion dada en cada figura para
encontrar el valor de x

X 3 X 7 17 X
4 24 15
A X 3 V10 X 4.3
5 X 8
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Para resolver los siguientes ejercicios, emplea el triangulo ABC

13.
14.
15.
16.

SiIAB=6y AC=8,entoncesBC=___  ? ©
SiBC=15yAB =9, entoncesAC=__  ?
SIAC=2yAB=2,entoncesBC=___ ?

SiBC=15y AB =10, entoncesAC=__ ? A B

¢,Cémo usarlo?, Continla ejercitandote.

TEOREMA DE PITAGORAS COMO MEDIO DE SOLUCION A PROBLEMAS

PRACTICOS.

Muchos problemas se pueden resolver si se conoce y aplica correctamente el
TEOREMA DE PITAGORAS. Como es sabido, este teorema se refiere a los
triangulos rectangulos y a las relaciones que existen entre las dimensiones d
sus lados.

A continuacién se te presentara una serie de problemas que deberas resolver
utilizando las herramientas que se te proporcionaron anteriormente, te
sugerimos que realices todos los dibujos necesarios anotandoles los datos
correspondientes.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Una puerta mide 6 pies y 6 pulgadas de altura por 36 pulgadas de
ancho. ¢ Cual es el ancho mayor que debe tener un tablero para que
quepa por esta muerta?

Una escalera de 6 pies se coloca contra una pared. Con la base a 2 pies
de la pared. ¢A qué altura del suelo estd la parte superior de la
escalera?

Una persona viaja 8 Km. al norte, 3 Km. al oeste, 7 Km. al sury 11 Km.
al norte ¢ A qué distancia esta la persona del punto original?

Una caja tiene 24 cm. de largo, 8 cm. de ancho y 10 cm. de altura. ¢ Cuél
es la longitud de la diagonal?

Si la cancha de voleibol de tu escuela mide 18 m de largo por 9 m de
ancho, encuentra la medida de la diagonal.

La plataforma de un vehiculo tiene 1.80 m de alto, si se quiere subir
cierta carga, tendria que ponerse una madera que sirviera como rampa,
si esta madera tiene 5 m de largo. ¢A qué distancia de la plataforma
guedara apoyada en el suelo?

iAhora si!  Verifica lo aprendido.

AUTOEVALUACION.
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1)

2)

a)

b)

Una vez solucionados los seis problemas anteriores entrega a tu asesor
los dibujos con que los ejemplificaste para resolverlos.

De acuerdo con los conocimientos que ya adquiriste, realiza las
siguientes actividades:

Si fueras a colocar un tirante de alambre para un poste de concreto. ¢A qué
distancia del poste asegurarias el tirante si el poste mide 2.7 m y El tirante
tiene una longitud de 4.5 m? (realiza el esquema)

Una persona esta tratando de localizar a su perro que se ha extraviado.
Camina 5.4 Km. hacia el sur y 1.85 Km. al oeste antes de encontrarlo. ¢A
gué distancia se encuentra del punto de partida?

Revisa los resultados que obtuviste y comparalos con los de tus
compafieros de grupo, si tienes dudas, consultalo con ellos y con tu asesor,
si tienes algun error rectificalo.

Si deseas saber mas sobre este teorema te invitamos a realizar las siguientes

ACTIVIDADES.

1)

2)

3)

4)

Forma circulos de estudio con tus comparfieros y planteén problemas
reales donde intervenga la utilizacion del Teorema de Pitagoras.

Con los siguientes cuadros, cuyo lado mide a+b, demuestra que el
Teorema de Pitagoras es verdadero.

a b
b| c c |a
a b
b a a

Traza un triangulo rectangulo con hipotenusa cy catetosay b.
a) Encuentra la longitud del cateto a, sic =15y b = 8.
b) Encuentra la longitud del cateto b, sia=6yc=14

Plantea la ecuacién dada por el Teorema de Pitagoras, utilizando las
literales que aparecen en cada triangulo.
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5) ¢, Cudles de las afirmaciones acerca de los catetos a y b y de la
hipotenusa c¢ de un triangulo rectangulo son ciertas y cuales son falsas?

a) c2=a?+b? ( )
b) a2=b?-c? ( )
c) a2=b%?+c? ( )
d) b2=a?-c? ( ) a c
e) b2=c?-a? ( )
fy a?2=c?-b? ( )
b

Conoce otras figuras.

Las figuras geométricas formadas por rectas son muy comunes en nuestro
mundo.

I'I'

POLIGONOS.
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Un poligono es la figura plana cerrada simple que esta formada
completamente por segmentos de recta.

En el conjunto P se encuentran contenidos algunos poligonos, en el resto del
conjunto U hay otras figuras que no son poligonos. Lo que distingue a unos de
otros lo tenemos en la definicién anterior.

Veamos por qué no son poligonos las otras figuras.

En un poligono podemos encontrar diferentes elementos, como son: Lados y
vértices.
Los segmentos de recta que forman a un poligono se llaman Lados.
Los puntos donde se intersecan dos rectas se llaman Vértices.

Por ejemplo:
B N @) T
R
A
C
M P P Q
D

En el poligono ABCD, En el poligono MNOP En el poligono PQRST
AB, BC, CD, y DA son MN, NO, OP y PM son PQ, QR, RS, STy TP
lados, A, B, C y D son lados y M.N.O. y P son son lados, P, Q, R, Sy
vértices. vértices. T son vértices.

Los poligonos se indican nombrando las letras de sus vértices consecutivos,
comunmente por orden alfabético. Observa las figuras anteriores y lee su
nombre en cada caso.

Ademas de los lados y los vértices de los poligonos, existen otros elementos,
las diagonales.

Una diagonal es el segmento que une dos vértices no consecutivos de un
poligono.

B D
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Los extremos de AB son

vértices no consecutivos del

poligono ABCDE. AB es una de R (0]
CC E las diagonales del poligono.

Q P
Por lo menos una de las
diagonales de este Cada diagonal de este poligono,
poligono no estd en el como PR, esta en el interior del
interior. poligono.

K

Otros ejemplos de poligonos con su diagonal son:

N_ 0O

D M “p
ACyBD NPy MO PR, PS,QS, QTyRT

Aparte de los lados vértices y diagonales, en un poligono se encuentran

determinados angulos, los cuales pueden ser interiores y exteriores.

Los angulos interiores de un poligono son aquellos que estan

detrminados por dos segmentos consecutivos del poligono.
B N 0

D M P P Q
Cualquier poligono tiene cierto nimero de angulos asociados, uno por cada
vértice.

Considerando la primera figura, los angulos que estan determinados son:

Z ABC, Z BCD, £ CDA, Z DAB, que también pueden nombrarse con la letra
gue se encuentra en cada vértice. Z B, £ C, ZD, <ZA

Un angulo externo a un poligono es el que estad determinado por la

prolongacién de uno de sus lados y el lado consecutivo a él.
B N 0O X

A
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E w
Al prolongar AD y unir con Al prolongar NO y unir Al prolongar RQ y unir
CD, tenemos el angulo con OP, tenemos el con PQ, tenemos el
externo CDE angulo externo POX angulo externo PQW
iA trabajar!

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

1. Para cada una de las figuras dadas, encuentra los elementos que se te
piden y anota sus nombres en las lineas correspondientes.

a) En el poligono ABCD, los vértices
son: y las A

diagonales son:

D C
b) En el poligono FGHIJ, los angulos F
interiores son: y G
las diagonales que pueden trazarse
son:
H |
c) Para el poligono KLMN, los angulos R AS T 2 U
interiores son: y b ~ = g
los &ngulos exteriores son Q ¢}
| R/I\l P/IVI »

2. En los siguientes incisos, cada conjunto de puntos corresponde a los
vértices de un poligono. Traza en cada caso los lados con color azul y
las diagonales con color rojo.

a) i L4 b) . C) ° °
d) o e) . °

DEFINICIONES, NOTACION Y CLASIFICACION DE POLIGONOS.

Cada poligono divide al plano en dos regiones, una region del plano queda
encerrada por los lados del poligono, es su interior, la otra regién no encerrada
constituye su exterior.

Poligono

/\
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Exterior Exterior
Interior
Interior Interior
Exterior

La segunda clasificacion de los poligonos se hace por el nimero de lados,
estos son:

3lados  Triangulo 8 lados Octagono
4 lados  Cuadrilatero 9 lados Eneagono
5lados Pentagono 10 lados Decagono
6 lados  Hexagono 11 lados Undecagono
7 lados  Heptagono 12 lados Dodecagono

La ultima clasificacién que haremos de los poligonos, es en base a la medida
de sus lados y sus angulos.

Regulares Irregulares

Los poligonos que tienen sus lados y angulos congruentes (de la misma
medida) entre si, se llaman poligonos requlares.

Los poligonos que no cumplen con el requisito anterior, se llaman
poligonos irrequlares.

Los poligonos regulares son: Triangulo equilatero, cuadrado, pentagono
regular, hexagono regular, etc.

Los poligonos irregulares mas conocidos son: cualquier triangulo que no sea
equilatero, el rectangulo, el rombo, el trapecio, etc.

Cuando en un poligono regular se traza un

segmento de recta, desde el centro del poligono

hasta el punto medio de cualquiera de sus lados,

este segmento recibe el nombre de agozema (a) A

Resumiendo:

El interior de un poligono es la region del plano que esta encerrada por los
lados del poligono.

El exterior de un poligono es la regién del plano que no contiene puntos del
poligono ni de su region interior.

Los conceptos anteriores son mas Uutiles para iniciar la clasificacion de los
poligonos.
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La primera clasificacion se hace atendiendo a su region interior.

Poligonos

Convexos

Céncavos

A ) P apdy

Son poligonos convexos aquellos en
los que al tomar dos puntos
cualesquiera de su interior, el
segmento que los une también esta en
su interior

A y B estan en el interior AB también
C y D estan en el interior CD también
E y F estan en el interior EF también

Los poligonos que no son convexos
se llaman coéncavos. Los poligonos
anteriores no son convexos porque

L y M estan en el interior mero LM no lo esta.
Ny O estén en el interior, pero NO no lo esta.
Py Q estan en el interior, pero PQ no lo esta.

iPolipracticando!

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE:

1. Observa los poligonos de la izquierda y anota el nombre que recibe cada
uno de ellos, de acuerdo al criterio que se expresa. (fijate en el ejemplo)

Nombre de su
regioén interior

Poligono

Por el nimero de
lados

Por la congruencia
de lados y angulos

CONVEXO

CUADRILATERO REGULAR
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DIAGONALES Y ANGULOS INTERNOS DE UN POLIGONO CONVEXO.

Como lo aprendiste en el tema anterior, un poligono convexo es aquel que al
tomar dos puntos cualesquiera de su interior, el segmento que los une también
esta en su interior. También sabes ya, trazar diagonales en un poligono.

En base a esto, aprenderemos un poco mas sobre los poligonos convexos.

Primero preguntate: ¢ Cual es la suma de los angulos interiores de un poligono?
Para responder esto se trazad diagonales desde un solo vértice del poligono,
con ello, se forman tridngulos.

Cuadrilatero Pentagono Hexagono

En cada uno de estos casos, la suma de las medidas de los angulos del
poligono, corresponde a la suma de las medidas de los angulos de los
triangulos. A partir de esta observacién se presenta la siguiente tabla:

Poligono Namero de lados NUmero de triangulos Sun:;é ?()eslgigle:;das
Cuadrilatero 4 2 2(180°) = 360°
Pentagono 5 3 3(180°) = 540°
Hexagono 6 4 4(180°) = 720°

73




SAETA GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

n — gono n n-2 (n—2)180°

TEOREMA: La suma de los angulos interiores de un poligono convexo de
n lados es (n — 2) 180°

En el caso particular de los poligonos regulares, es decir, aquellos que solo
poseen lados y 4ngulos de la misma medida, para conocer cuanto mide cada
angulo, se tendria que dividir la suma total de la medida de los angulos
interiores entre el nimero de angulos.

Ejemplo.
1. En un cuadrado, la suma de los angulos interiores es:
(n-2) 180°

(4 —2) 180° = 2(180°) = 360°
Los 360° tendrian que dividirse entre cuatro, el nUmero de angulos que posee.

360 o ]

e =90 CADA ANGULO MIDE 90°
2. En el caso de un pentagono regular.

(n-2) 180°

(5-2)180° =3(180°) =540

540 o ]

& =108 CADA ANGULO MIDE 108°
TEOREMA: La medida de un angulo interior de un poligono regular de n
lados es: ("~ 1500

n

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

En los ejercicios del 1 al 3, se te proporciona el nimero de lados de un
poligono convexo. ¢En cuantos triangulos dividen al poligono las diagonales
trazadas desde uno de sus vertices?

1. 10 2. 25 3. X

En los ejercicios del 4 al 9, se proporciona el nimero de lados de un poligono
convexo. Encuentra la suma de las medidas de los angulos de los poligonos.

4. 6 5 12 6. 24
7. 36 8. 100 9. p

En los ejercicios del 10 al 15, se proporciona la suma de las medidas de los
angulos interiores. Encuentra el numero de lados del poligono.

10. 7020° 11. 1980° 12.  6120°

13. 1800° 14. 1260° 15.  3420°
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En los ejercicios del 16 al 21, se proporciona el niumero de lados de un
poligono regular, Encuentra la medida del angulo en cada vértice del poligono.

16. 7 17. 9 18. 10
19. 15 20. 20 21. 100

22)La suma de las medidas de siete &ngulos de un octagono, es 1000° ¢ Cual
es la medida de un angulo?

23)¢ Cuantos lados tiene un poligono regular si cada angulo interior mide 108°?
¢ Cuéntos lados tendria si cada angulo midiese 144°?

24)Determina la medida de los angulos interiores de los siguientes poligonos.

3X  3X
2X 3X
4X 4X
3X+10 2X + 20 2X
X
2X 2X

AUTOEVALUACION.

En los ejercicios del 1 al 4, selecciona la figura que no es un poligono regular y
explica por qué no lo es.

EE<>®AA

AHO %0

5. ¢Cuales de las siguientes figuras, son poligonos regulares?
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a) b) c) d)

Traza tantas diagonales como sea posible, para cada uno de los poligonos
anteriores.

Completa cada proposicion con las palabras que la hagan verdadera.
a) Los poligonos que tienen sus lados y angulos
congruentes entre si, se llaman:

b) Un poligono de tres lados, es un:

c) Todos los poligonos regulares, también son:

d) Los poligonos que no son convexos, se llaman:

e) Un poligono de diez lados, es un:

f)  Un heptagono, es un poligono que tiene:

g) Los poligonos que no son regulares, se llaman:

h) El poligono que tiene cuatro lados, se llama:

i) Los poligonos que tienen sus lados y angulos
congruentes entre si, se llaman:

i) Un poligono de tres lados, es un:

k) Todos los poligonos regulares, también son:

[) Los poligonos que no son convexos, se llaman:

m) Un poligono de diez lados, es un:

n) Un heptagono, es un poligono que tiene:

0) Los poligonos que no son regulares, se llaman:

p) El poligono que tiene cuatro lados, se llama:

Si todavia no encuentras satisfaccion con tu aprendizaje alcanzado, te
recomendamos.
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ACTIVIDADES
1. Observa analiticamente tu entorno y encuentra todos los poligonos que se
formen, menciona por lo menos 9 y clasificalos

2. Encuentra la medida de cada angulo interno de un poligono regular de
siete lados.

3. Determina el nimero de lados de un poligono regular, si la suma de las
medidas de sus angulos internos es 2700°.

4. ¢Cuéantos lados tiene un poligono regular, si cada uno de sus angulos
interiores mide 140°?Determina el numero de lados de un poligono
regular, si la suma de sus angulos interiores es de 4140°

5. Encuentra la medida de cada angulo interno de un poligono regular de
ocho lados.

PERIMETRO Y AREA

El perimetro de cualquier poligono se busca sumando todos sus lados.

8

6 5 P =6+8+5+4 =23

4

El area de una figura plana, en este caso un poligono, es el nimero de veces
gue una unidad cuadrada queda contenida en su superficie.

B ™

I 1
Unidad cuadrada Area = numero de unidades cuadrdas

contenidas en el poligono

Por ejemplo, analicemos un caso especifico de area.

-4 _|E"'|_1-_-'
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Como observaras en la figura anterior, la unidad cuadrada esti
contenida 20 veces en el rectangulo ABCD, es decir, su area es de 20
unidades cuadradas. De aqui, concluimos que el &rea de un rectangulo es igual
ala base por su altura.

En un cuadrado, la base y la altura son iguales, entonces su area es
igual a lado al cuadrado, como se ilustra a continuacion.

i A = 3u x 3u = |2 = 9 unidades cuadradas

—

. Para un paralelogramo, el area sera igual al
! producto de wun lado por la altura
b correspondiente a ese lado.
|

En un tridngulo, el area es igual a la mitad del
producto de un lado por la altura
correspondiente.

En el caso de un rombo, su area es igual a la
mitad del producto de sus diagonales.

A= 148 d1ge 78
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El &rea de un poligono cualquiera se puede determinar descomponiéndolo en
triangulos, ya sea por sus diagonales o por segmentos trazados de los vértices
a un punto interior, tal como se muestra en la siguiente figura:

AUTOEVALUACION
1. Calcula el area de un cuadrado si:

a) Suladoes8.3
b) Su diagonal vale 5.6

2. Calcula el area de un rectangulo si:

a) Sudiagonal esigual a 10y su altura es 6

b) Su base es 15.3y su altura 3.5

c) Su altura es 2.5y su base es el triple de su altura
3. Calcula el area de un triangulo si:

a) Su altura es 9.3y su base 6.8

b) Es equilatero de lado igual a 8

c) EsisOsceles con baseigual a 4y lado 6
4. Calcula el &rea de un rombo si:

a) Sus diagonalesson8y9

b) Una diagonal e iguala 10y el lado es 13
c) Sus diagonales son 11y 7 respectivamente
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iUna figura fuera de serie!

CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO.
3

141592653589793238462
64338329750288419716993751
0098673825156538736121271281541
7461284816578152314514127615811521
847262537401851027591826816876282618
635728296582902393352856725215214883663
73823716489259029572387662481648127482152
0083635188931726376341762659122278462145712
72362353918911815125241254628763273532882349
272291618916115216754672541254123671521102612
267262826117615276253981928264189687262833265
001892684781612862524365125762932873863867786
39848287237846615281016228128742842654725472
9248162842185761254761411414272452645256725
827498162482456767544112919872468262567252
2611264871264612519191918244625256725267
7162876481261254101010919248262427322
82741626567241145910192749264872782
38709017249126621786487126482727
89172964871262625262871727272
661300192787666119590921
6420198

El nimero p es la relacion entre las medidas de una circunferencia y su
diametro. En la ilustracién, se reproducen algunas de sus cifras exactamente
las primeras mil y puede comprobarse que éstas no siguen ninguna pauta
periodica.

LA HERENCIA DE JUAN
El padre de Juan en su testamento le dejo el siguiente mensaje:

“ Encontraras un tesoro en un lugar a 10 metros del unico arbol de durazno que
hay en el patio de la casa ". Juan se dispone a localizar el tesoro, para lo cual
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tomo una cuerda de 10 metros fijando uno de los extremos al arbol, mientras
que con el otro extremo va marcando una linea donde tendréa que excavar.

Como veran, Juan ha trazado una figura geomeétrica ya conocida por ti, la
circunferencia.

La circunferencia se origina geométricamente a partir de una secuencia de
poligono que al ir aumentando el nimero de lados se asemeja mas a ella.

DO .

3 lados 4 lados 6 lados 8 lados

DEFINICION, NOTACION Y ELEMENTOS DE UNA CIRCUNFERENCIA

La circunferencia es el conjunto de todos los puntos de un plano que
equidistan de otro punto llamado centro.

La distancia que existe del centro a cualquiera de los puntos de la
circunferencia se llama radio.

NOTACION DE LA CIRCUNFERENCIA:

Una circunferencia o un circulo se denota con las letras del centro "O" y del
radio "r" escrita de la siguiente manera: c (o,r) por lo general se reemplazan
las palabras circunferencia o circulo por el simbolo

En el caso del ejemplo del tesoro buscado por Juan ¢, El radio es de ?

LOS ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA :

Si Juan decide caminar sobre un trecho de la circunferencia desde el punto "A"
hasta el punto "B" .
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La parte comprendida entre dos puntos situada sobre la circunferencia se llama
arco, y se denota M AB que se lee arco de la circunferencia.

Una vez que se encuentra en el punto "B", Juan decide regresar hasta A, pero
siendo tan flojo, tomo un camino en linea recta para su regreso.

A B

El segmento de recta que se describe al unir dos puntos de la circunferencia se
llama cuerda, y se denota AB, se lee cuerda de la circunferencia.

Si decides atravesar la circunferencia pasando por el centro, describe una
trayectoria que se conoce con el nombre de didmetro, la notacion sera la
misma para cualquier cuerda.

A ® B

¢, Cuantos didmetros hay en una circunferencia?
¢, Como son sus medidas ?
¢, Cudl es la cuerda de mayor tamafio en la circunferencia?

jPara pensar...!

zen laBiblia.

El libro de los Reyes (7,23) dice: “ Después hizo un deposito de bronce
fundido. De forma redonda, media diez codos de un extremo a otro y cinco
codos de profundidad. Tenia treinta codos de perimetro “.Parece claro que los
instrumentos de medida de los israelitas no eran muy precisos. ¢ Cual es el

valor de 77 que se deduce de ese versiculo de la Biblia ?

El ndmero 7 (pi) es la relacidon (cociente) entre las longitudes de la
circunferencia y su didmetro. Es un numero irracional, es decir, no existe
ninguna fraccién que nos dé exactamente su valor y, actualmente, se conocen
varios millones de sus cifras; sin embargo, basta con una aproximacion de diez
cifras decimales para determinar la circunferencia terrestre con un error inferior
a 2 cm. Para la mayoria de los célculos es suficiente tomar como valor
aproximado el de 3.14; si se necesita mas precision, por ejemplo para el disefio
de motores, se toma con cuatro decimales (3.1416).

Algunos de los valores notables de 7 utilizados a lo largo de la historia han
sido los siguientes:

- Papiro Rhind (hacia 1800 a. C.): 3.1604

- Arquimedes (287 - 212 a. C.): entre 3.14084 y 3.14285 ( 22/7)

- Herdn de Alejandrina (siglo I):  3.1408
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- Tolomeo (90 ? - 168 ?): 3.1416

- Liu-Hu (hacia 250): 3.14159

- Tsu-Chung-Chi (430 - 501): 3.1415926 ( 355/113)
- Viéte (1579: entre 3.1415926535 y 3.1415926537

Cuando una recta cruza a la circunferencia en dos de sus puntos recibe el
nombre de secante.

« secante
/

Si la recta en vez de cruzar a la circunferencia la toca solamente en un punto,

entonces recibe el nombre de tangente.
> tangente

No confundas los conceptos de circunferencia con circulo ya que circulo son
todos los puntos de la circunferencia y de los interiores a ella misma.

moneda

Continuamos circulando...

DETERMINACION DE UNA CIRCUNFERENCIA.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS CIRCUNFERENCIAS.
Dos circunferencias pueden ser:

Concéntricas:  Son circunferencias que tienen el mismo centro y distinto
radio.
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C(O,) y C(O,r) concéntricas.

Interiores: Cuando estando una dentro de la otra, no tienen el mismo centro,
ni ningan punto coman.

C((O,y) y C(O’,r) excéntricas interiores
(La distancia entre los centros de dos circunfe
de los radios).

gnor a la diferencia

Tangentes interiores: Cuando, estando una dentro de la otra, tienen un
punto Unico de contacto.

C((O,r) y C(O, r) tangentes interiores en A.
(La distancia entre los centros de dos circunferencias tangentes interiores es
igual a la diferencia entre los radios).

o0 =r-7r

Tangentes exteriores: Cuando, estando una fuera de la otra, tienen un punto
comun o de contacto.

C(@O,r) y C(O,r) secantesen M
y N.

(La distancia entre los centros de dos
circunferencias secantes es menor
gue la suma de sus radios, pero
mayor que la diferencia).

OO0 <r+ry OO >r-r
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Secantes: Tienen dos puntos de contacto.

ANGULOS EN UNA CIRCUNFERENCIA:

Segun la posicion del vértice de un angulo con respecto a una circunferencia, el
angulo puede ser: central, interior, inscrito, semiinscrito o exterior.

1) Completa en la tabla siguiente las caracteristicas de cada angulo,
observando su dibujo correspondiente.

Angulos Caracteristicas

¢El vértice del angulo central
coincide con el centro de la
circunferencia?

Angulo central

El vértice del angulo interior es un
punto cualquiera

Angulo interior

El vértice del angulo inscrito es un
punto y los lados son
rectas
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El vértice del angulo semiinscrito
es un punto los
lados son rectas

b)

N

c)

Angulos exteriores

El vértice del angulo exteriores es
un punto y los
lados pueden ser:

a)
rectas

b)
rectas

c)
rectas
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SAETA
Ancuto CARACTERISTICAS FIGURA MeDIDA
A
ra formada por dos radios de la cir- —
Central B Ui .o g @B X AOB=AB
cunferencia
A
ingaits Tiene su vértice en la circunferencia y sus 8 AC
lados son dos cuerdas 4ABC=—~
C
: c
Tiene su vértice en la circunferencia y uno o
Seminscrito de sus lados es una tangente y el otro una h % ABC= AB
cuerda 2
C
. Tiene su vértice en cualquier punto del AC+BD
IR circuloy sus lados son dos secantes A 4BED= 2
B
A
: f AD-BC
! a) Dos secantes E XAED= ;
¢ C
! D
£
Tiene su vértice ! .
e t
— fuera qe la circun : b) Una secantey C L EFG = HE-EG
ferencia y sus i unatangente 2
lados puede ser: E
N SR, SRS ST ]
M
i R ————— ——
. ¢) Dos tangentes N £ MNP = PRM—MP
i 2
H P
1

AUTOEVALUACION.

Circuanal

I. Conteste las siguientes preguntas:

izate...
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1. Expligue la diferencia entre circunferencia y circulo.

2.- ¢Qué son los puntos interiores y exteriores de la circunferencia?
3. ¢Cual es la notacién de la circunferencia?

4. Nombre de los elementos de una circunferencia.

5. ¢Qué es un arco circunferencial?

6. ¢Como se define la cuerda en la circunferencia?

~N

Expligue la diferencia entre radio y diametro de la circunferencia.

INSTRUCCIONES: Encuentra los valores que se piden, de acuerdo con los datos de las
figuras.

sa= arcod = /b= /C= arco e=
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¢ No circulaste?

ACTIVIDADES REMEDIALES

Si no has logrado el aprendizaje deseado:

1. Acude a tu asesor, el te ayudara.

2. Relaciona tus conocimientos con figuras que observes en tu entorno.
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GLOSARIO

ARISTA El plano de un cuerpo geométrico.

CIRCUNFERENCIA Geométricamente se describe como la curva que resulta
de la interseccion de un cono recto circular y un plano
paralelo, a la base del cono.

CIRCUNFERENCIA Es el lugar geométrico de todos los puntos en el plano
gue equidistan de un punto fijo llamado centro.

RADIO DE LA Distancia del centro de la circunferencia a cualquier punto
CIRCUNFERENCIA de la misma. Se representa por r .
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TRIGONOMETRIA

Y
RELACIONES

TRIGONOMETRICAS

PROPOSITO
Que el estudiante se apropie de los
conocimientos de la trigonometria para resolver
problemas relacionados con el sector
agropecuario.
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72\

CINESELAEAYIOS ANGUCEOERE RHGID

El objetivo fundamental de esta unidad es que el estudiante del SAETA,
utilice conceptos trigonométricos para la descripcion de problemas
agropecuarios y de interés social en donde se involucren triangulos y
apliquen estrategias en la resolucién de ellos, asi como mostrar la
relacion que existe entre una funcion trigonométrica de un mismo angulo.
Con ello le permitird adquirir habilidades para transformar expresiones
trigonométricas utilizando las identidades fundamentales y les permita
modelar problemas del mundo real.

Para que te des una idea del contenido programéatico de esta unidad te
presentamos el siguiente mapa conceptual.

Razones trigonométricas en el tridngulo

Funciones Trigonométricas
Identidades trigonométricas fundamentales

Ecuaciones trigonométricas

RELACIONES

DEFINICION DE
TRIGONOMETRIA Y
TRIGONOMETRICAS

Ecuaciones exponenciales

Ecuaciones logaritmicas

N
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Razones trigonomeétricas en el trianqulo

Definiciones de trigonometria y relaciones trigonomeétricas.

La trigonometria estudia a los triangulos, y las relaciones existentes que hay
entre sus elementos, asi como las aplicaciones que éstas tienen en la practica,
como la topografia, la astronomia, etc.

Etimologicamente, la palabra trigonometria significa medida de triangulo, es
decir, el calculo del valor de algin o algunos de sus elementos. De donde
podemos definirla de la siguiente manera.

Trigonometria. Es la ciencia que estudia las relaciones que ligan los
lados y los &ngulos de un tridngulo, aplicando dichas relaciones al
calculo de los elementos desconocidos en el tridngulo.

CONCEPTO DE RAZON

Razon de un numero a con otro niumero b distinto de cero, es el cociente que
resulta de dividir a entre b; es decir, razébn es el nimero que resulta de
comparar por cociente dos magnitudes.

En un triangulo rectangulo, las razones que resultan de comparar sus lados,
por ejemplo, de acuerdo con la figura, son las siguientes:

9 Ppa 9 m m
m m p m q p

Dichas razones pueden variar, al variar el angulo de referencia, por lo tanto
podemos concluir que, las razones son funciones del angulo.

Funciones trigonomeétricas

RELACIONES TRIGONOMETRICAS COMO UNA RAZON DE DOS LADOS
DE UN TRIANGULO RECTANGULO RESPECTO A SUS ANGULOS
AGUDOS.
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Anteriormente has estudiado relaciones entre los lados de un tridngulo
rectangulo (como en el Teorema de Pitagoras); ahora veras que en funcion a
sus angulos.

resultan las razones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante.

Si consideramos el siguiente triangulo rectangulo. C
2 b
—
B c A
( Seno (sen)
Las razones trigonométricas Coseno (cos)
de los &ngulos agudos By C Tangente  (tan)
son: < Cotangente (cot)
Secante (sec)
L Cosecante (csc)
Donde:
SENO: Es la razdn entre el cateto opuesto y la hipotenusa.
Sen B =b/a Sen C=cla

COSENO: Es la razdn entre el cateto adyacente y la hipotenusa.
Cos B =cla Cos C =Dbl/a

TANGENTE: Es la razén entre el cateto opuesto y el cateto adyacente.
Tan B =bl/c TanC=c/b

COTANGENTE: Es la razdn entre el cateto adyacente y el cateto opuesto.
CotB=c/b Cot C =blc

SECANTE: Es la razdén entre la hipotenusa y el cateto adyacente.
Sec B=alc SecC=alb

COSECANTE: Es la razén entre la hipotenusa y el cateto opuesto.
Csc B=alb Csc C=alc

Para que se te facilite trabajar con las funciones trigonomeétricas, te
daremos una breve orientacién acerca del uso de tu calculadora.

USO DE LA CALCULADORA PARA OBTENER EL VALOR DE LAS
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO.

Si quieres encontrar el valor de una funcidon trigopnométrica de un angulo,
usando la calculadora se utilizan, directamente las teclas SIN, COS y TAN.
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Por ejemplo, para encontrar el SEN 45° se teclea 45 y enseguida se oprime la
tecla SIN.

SEN 45° = 7071

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS:

La expresion Sen X, se denomina “seno inverso de X “y también “arco seno
de X” que significa “el angulo cuyo seno es X”.

Si se establece que el seno de un &ngulo X esigual a 'Y, es decir: Sen X =Y 0
X=Sen'Y.

Las Funciones Trigonométricas inversas son:

Sent X o) Arc. Sen X

Cos™ X o) Arc. Cos X

Tant X o) Arc . Tan X

Estas funciones se aplican en la determinacion del valor del angulo de una
funcion trigonométrica, cuando se conoce su valor.

Ejemplo:

Dado que la Tg C = 1.854, se escribe en base a la funcién trigonométrica
inversa como:

C=tg? (1.854)

C=61°39

En la calculadora se obtiene utilizando la tecla SHIFT, INV, ARC O F2.
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EJEMPLO:
Emplea el siguiente triangulo rectdngulo, para obtener las seis razones
trigonométricas de los angulos (dngulos agudos).
o = alfa 0= teta
0
5
3
* 4
PARA O PARA 6
Sen = 3/5 Sen = 4/5
Cos = 4/5 Cos = 3/5
Tan = 3/4 Tan = 4/3
Cot = 4/3 Cot = 3/4
Sec = 5/4 Sec = 5/3
Csc = 5/3 Csc = 5/4

i Razona tu aprendizaje !

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

- Traza un triangulo rectangulo cuyas medidas sean a=9 b=12 c=15y
practica las razones trigonométricas.

Identificate méas con el tema ...
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RELACIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS AGUDOS DE UN
TRIANGULO RECTANGULO, LAS IDENTIDADES PARA UN ANGULO Y SU
COMPLEMENTO.

Si trazamos un triangulo en donde A y B son angulos agudos, y como la suma
de los angulos internos de un triangulo es igual a 180°, tenemos que:

A+ B +90° =180°

Los dos angulos agudos de un triangulo rectangulo con una medida total de
90°, son angulos complementarios.

El seno de un angulo es igual al coseno de su angulo complementario .
Podemos demostrar que esta relacion se cumple en todas las funciones de los

angulos complementarios ( seno, coseno, tangente, cotangente, secantes y
cosecantes).

Ejemplo: B
SenA=alc=Cos B c
CosA=b/lc=SenB a
Tan A=a/b=CotB

Csc A=cla=SecB A b C

Sec A=c/la=CscB
CotA=b/a=TanB

Si en un tridngulo rectdngulo el sen A = 10/15, obtendremos las siguientes
razones trigopnométricas de Ay B.

Primeramente encontraremos el lado b, B
(utiliza el teorema de Pitagoras).

Utiliza tu calculadora en funciones c=15
trigonométricas para que obtengas la
medida de angulos.

a=10

A C
Ejemplo: Sen A= 10/15=2/3 = Cos B
2/3 = .6666

41° 48 37"
48° 11" 227

Sen 0.6666
Cos 0.6666

Siguiendo este ejemplo, ahora tU localiza las otras 5 razones trigopnométricas
de Ay B.

EN RELACION AL CONCEPTO DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS
RECTANGULOS, VERIFICAR LAS RELACIONES TRIGONOMETRICAS.

Los triangulos rectangulos, se resuelven obteniendo los dos angulos agudos y
las longitudes de los tres lados. Esto se puede hacer si se da la longitud de un
lado y la medida de un angulo, o si se conocen las longitudes de sus lados.
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Una funcion trigopnométrica de un angulo agudo comprende tres cantidades, las
longitudes de dos lados y la medida de un angulo, en consecuencia dadas esas
tres cantidades, podemos determinar las faltantes.

Ahora vamos a determinar cada una de ellas:
a) Dadas las longitudes de dos lados:

Por el teorema de Pitdgoras, si se conocen dos lados, se puede calcular el
tercero, luego se puede hallar cualquier razén trigonométrica de cualquiera de
los angulos agudos desconocidos ( seno, coseno, tangente).

Puedes utilizar tu calculadora con funciones trigonométricas para obtener
angulos y una vez conociendo el angulo agudo, puedes encontrar el otro,
porque la suma de ellos es igual a 90° .

Ejemplo: Aplicando el teorema de Pitagoras, encuentra el lado “b” del
triangulo.

Solucion: B
1. Por el teorema de Pitagoras
C =
c?=b?+a? a=5
a?=-b? +¢?
b2=c2— a2 A — [ ] C
b=+c?-a’ '
2. Utilizando una razén, encuentra los 3. Utiliza la funcion SENO.
angulos del triangulo. Sen A =5/13 = 0.3846153
b= +c’-a’ Sen A 0.3846153 = 22° 37’

11”

b = +13%* -5° A=22°37 11"

4. Entonces A+ B =90°

b= 4169-25 A +B=90°

b= 144 B=90°- A

b=1 B =90°-22° 37" 11"
B =67°22" 49”

b) Dado un angulo y la longitud de un lado:

Si se conoce un angulo agudo, es facil encontrar el otro angulo, ya que la suma
de los tres angulos es 180° .

Una vez que los angulos son conocidos, elegimos una razon trigopnométrica, de

uno de los angulos que comprende el lado conocido, entonces podemos
encontrar el tercero, por medio del teorema de Pitagoras.
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Ejemplo: Sitenemos el triangulo rectangulo siguiente:

B
1. Buscamos el angulo B c=6
A + B + 90°=180° a
19° + B + 90° =180°
B =180°-90° -19° £=19° ]
B=71° A b C
2. Con la funcion seno encontramos “a” 3. Por el teorema de Pitagoras
SenA = : CZ:a2+b2
Sen 19° = a/6 C2 = a2+b2
a/6 = sen 19° a’+b* =c?
a =sen 19° (6) b'=c-a’
a = 0.3255681 (6) b=1/6-1.95342
a=1.9534 b=./36-3.8158
b =./33.8158
b =5.8151
i Muy Bien !

Verifica tus conocimientos
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

Si ya aprendiste te invitamos a que resuelvas las siguientes actividades de
aprendizaje las cuales serviran para tu autoevaluacion:

1. A través del uso de tu calculadora , encuentra las funciones
trigonomeétricas principales de un angulo y viceversa.

angulo/funcién Seno Coseno Tangente
20° 46’
9717554
1448743
0.5685408
12°13
0.2116059
0.977342
0.7318893
120°30’
0.8660
0.7071
58.6072
i FELICIDADES

“Los has resuelto correctamente, ello te servira para la resolucion de triangulos
rectangulos”
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RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS.

Utilizando las razones trigonométricas (seno, coseno y tangente) que son
relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo rectangulo, éstas nos
permitirdn resolver completamente los elementos de un triangulo rectangulo y
en si gran cantidad de problemas relativos a ellos. Estas razones nos
permitirdn conocer ciertos elementos de un tridngulo a partir de otros
conocidos. Cabe aqui la pregunta: ¢Cuantos angulos o lados de un triangulo
rectdngulo son necesarios para determinar todos sus elementos?

La contestacion a esta pregunta es facil. Si sabemos que el teorema de
Pitdgoras nos permite conocer un lado, si obtenemos los otros dos, esto
también nos permite por medio de la calculadora, conocer las dimensiones de
los angulos. Ahora si conocemos el tamafio de uno de los &ngulos agudos de
un triangulo rectangulo, podemos obtener la dimension del otro. Por medio de
la calculadora, podemos conocer el valor de las razones, pero esto no nos
permite identificar el tamafio de los lados, ya que los valores de las razones es
constante para el mismo angulo, no importa el tamafio del triangulo formado,
entonces es necesario conocer alguno de los lados para determinar el resto de
los elementos.

En conclusion, basta conocer dos de los elementos (siempre que uno de ellos
sea un lado) de un tridngulo rectangulo para determinarlo completamente.

Esto es importante para determinar completamente los 6 elementos de un
triangulo rectangulo (3 lados y 3 angulos) y problemas préacticos relativos a
ellos. En los cuales se presentan 4 casos:

a) Dados dos catetos

b) Dado un cateto y la hipotenusa

c) Dado un cateto y un angulo agudo

d) Dado la hipotenusa y un angulo agudo.

Para resolver un triangulo rectangulo, se recomienda utilizar los datos
exclusivamente para determinar los demas elementos (para evitar cometer
errores).

EL PRIMER CASO: Dado los dos catetos. B

DATOS INCOGNITAS c=

a=40m Determinar: a = 40

b=54m c, AyB.

C=90 A C
b = 54

SOLUCION:

Calculo de c.

por teorema de Pitagoras determinamos c

c?2=a2+b?

c2 = (40)2 + (54)2 c?=1600+2916 c=./4516 |c=67.20m

Célculo del angulo A.
Aplicando la razén tangente.
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Tan A= 40 =0.7407
54

A =arctg 0.7407
A =36.527°

A=36° 32

Calculo del angulo B.
Por el suplemento de A.
B=90°-A

B =90° - 36.527°

B =53.473°

B =53 28

SEGUNDO CASO: Dado un cateto y la hipotenusa.

DATOS INCOGNITAS
a=25m b,AYB a =
c=50m
C=90 r
/ b C

SOLUCION:
Célculo del cateto b. Célculo del angulo A. Célculo del angulo
B.
T. Pitdgoras: Aplicando la razén Sen A 6 Cos B. Por suplemento de
A.
a?+b?=c? Sen A = 25/50 B=90°-A
b?=c?-a? Sen A=1/2 B =90° - 30°
b? = (50)? - (25)? A = arc sen 0.5 B = 60°
b2 = 2500 - 625 A =30°
b= \/1875
b =[43.30 m
TERCER CASO: Dados un cateto y un angulo agudo. B
DATOS INCOGNITAS
b=24m a,cyB c
A =39° a

= 0 o
C=90 39 r
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SOLUCION:
Célculo del angulo B:

Por suplemento de A.
B=90°-A
B =90° - 39°

B =51°

Célculo del cateto a:

Aplicando la razon Tg A.

TgA=alb
a=bTgA
a=24(Tg39°)
a =24 (0.8098)

a=19.43m |

CUARTO CASO: Dados la HIPOTENUSA y un angulo agudo.

DATOS
c=18.25m

B =32°15
C=90°
SOLUCION:

Calculo del angulo A
Por suplemento de B
B

A=90°-B
A=90° - 32° 15’

A= 57° 45

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

Célculo de la hipotenusa c.

Aplicando la razon Cos A.

Cos A=Dlc c=b/Cos A
C = 24/Cos 39°
c=24/0.7771

B
INCOGNITAS
a,byA 32015
c= a
[
A b C
Céalculo del cateto b Céalculo del cateto a

Aplicando larazon sen B Aplicando la razén Cos

Sen B =b/c Cos B =alc
b=c(SenB) a=c(Cos B)
b =18.25 (Sen 32° 15’) a=18.25 (Cos 32° 15)
b = 18.25 (0.5336) a = 18.25 (0.8457)
b=9.738 m | [a=15.43m|
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AHORA HAGAMOS APLICACIONES PRACTICAS DE LAS RAZONES
TRIGONOMETRICAS RESOLVIENDO ALGUNOS PROBLEMAS.

PROBLEMA 1.

Se quiere calcular la altura de un edificio. Para ello a 34 m. de distancia se ha
colocado un aparato para medir el angulo de elevacion A, que es de 38° 20" . ¢
Cual es la altura del edificio, si el aparato con el que se determin6 el angulo
mide 1.40 m sobre el nivel del piso ?

a+h
A 7
/[\ 1.40m h
} b=34m 4{
DATOS INCOGNITAS
b=34m La altura del edificio
A =38° 20 a+h
SOLUCION:
Aplicando la razon tangente.
TgA=alb a=bTgA a=34 (Tg 38° 20)
a =34 (0.7907)

a=26.88m

De donde la altura del edificio es:
Altura del edificio=a + h
Altura del edificio = 26.88 + 1.40

Altura del edificio = 28.28 m

PROBLEMA 2:

Desde una embarcacion M se ve un faro con un angulo de elevacién de 10°15’.
Se sabe que el faro tiene 45 m de altura sobre el nivel del mar. Calcular la
distancia del barco al faro.
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N

Z — 10°15’

M
SOLUCION:
Aplicando la razon tangente
Tg M = NP/MN MN = NP MN = 45 ,
TgM Tg10°15

MN =45/0.1808

MN = 248.85 m

El barco se encuentra a una distancia de 248.85 m del faro.
PROBLEMA 3:

Una escalera de 9 m. esta apoyada contra una pared. ¢Qué altura alcanza si
forma con el suelo, supuestamente horizontal un angulo de 72°?

]
.
.
.
:
.
.
.
:
:
L

SOLUCION:

Aplicando la razon seno:  Sen 72° = g
h=9 (Sen 72°)
h=9(0.951)

lh=856m | Altura que se logra alcanzar es 8.56 m.

PROBLEMA 4:

¢, Qué longitud debe tener el cable del teleférico que une la cima de una
montafa hasta un lugar a 100m de la base de la montafia, si la ladera de la
montafia forma un angulo de 45° con el suelo, y la altura de la montafia es de
200 m?
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F 100m — C D

SOLUCION:

Como el triangulo ABC no es rectangulo, no podemos aplicar ninguna razon
trigopnométrica que nos resuelva el problema, Pero el triangulo ABD si es
rectangulo, pero como AD = AC+CD y no conocemos CD, entonces
primeramente hay que calcular CD del triangulo BCD.

Céalculo de CD, aplicando la razén tangente en el triangulo BCD.

Tg 450 =22
CD

CD =200/ Tg 45° =200/1 =200 m
Luego como AD = AC +CD
Entonces AD =100 + 200

AD =300 m
y para calcular AB, apliquemos el teorema de Pitagoras al triangulo ABD.
(AB)2 = (BD)Y + (AD)? AB =\ 130,000
(AB)2 = (200)2 + (300 )2 AB| =360.55m |

(AB)2 =40000 + 90000
(AB)2 = 130,000

De donde la longitud del cable del teleférico es de 360.55 m

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

1. Toma como referencia el triangulo de la derecha y encuentra en cada caso
los datos desconocidos.

a) b=40 y c=50 B
b) a=30 y b=25
c) b=60 y B=28° 30 a

d a=4 y B=62° 30
e) c=235y a=15.26

105



SAETA GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

fy a=1755y B=27°15

2. Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de tridngulos rectangulos:

a) La torre inclinada de pisa mide, desde el pie a su parte superior 54.56 m, y
esta fuera de la plomada 5.029 m. Calcular su angulo de inclinacion con
respecto a la vertical.

b) ¢A gué distancia de un faro se encuentra una embarcacion si desde ella el
angulo de elevacién del faro es de 13° y se sabe que la altura del faro es de
100 m?.

c) ¢Cual es la altura de un edificio que a 56 m tiene un angulo de elevacion de
2592,

d) Una via de ferrocarril forma un angulo de 7° con la horizontal. ¢ Cuantos
metros se eleva en 950 m de distancia ?.

e) Se dispara un proyectil de un cafoén inclinado en un angulo 25° con la
horizontal . El proyectil deja la boca del cafién con una velocidad de 100
m/seg. ¢, A qué velocidad se esta moviendo horizontalmente cuando deja la
boca del cafién. ?

f) Calcular la altura PQ de una torre de television que se encuentra sobre un
edificio, sabiendo que, desde un punto S situado a 40 m del pie del edificio,
el angulo de elevacion al punto P mas elevado de la torre mide 38° 20’ y
el angulo de elevacién del punto Q situado en la base de la torre mide 31°
10'.

g) Del punto A, el &ngulo de elevacion de R es 20°; del punto B, que esta 100
m mas cercano a C, el angulo de elevacion de R es 30°. Encontrar h,
distancia de R a la recta AC; y encontrar la distancia BC.

106



SAETA GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

B
h=7?
A 20° 30°
“ 100 c

Autotrigoevaluate...

AUTOEVALUACION.

En el siguiente triangulo rectangulo completa los datos que hacen falta:
Recuerda que los valores podrian ser para los dos angulos agudos y los
tres lados.

Z A= B
ZB= c=7 a=4
A
b =6 ¢

2. Resuelve los siguientes problemas:

a) La cima de una meseta , esta a 200 m. sobre el nivel del suelo de un valle,
si el angulo de depresion (Angulo medido desde la horizontal superior hasta
el objeto) de un automdévil que se mueve hacia el observador es de 25°. ¢ A
gué distancia esta el auto del observador?.

B Qbservador

(9
25 650

200 m.

A C

b) Un poste de 25 m de altura proyecta una sombra de 15 m, obtener el &ngulo
de elevacion al sol (el a&ngulo entre el horizonte y el sol).
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c)

25m

15 m

_

El cateto adyacente al &ngulo A (A = 37° ) es de 6.4 m encontrar los
elementos restantes.
DATOS: A=37° C=90° b=64 a="? c= ?

C b=6.4m

¢No alcanzaste a triangularte por completo? Realizalas...

ACTIVIDADES REMEDIALES.

1.

a)
b)
c)

Relnete con tu asesor y compafieros de modulo y realiza las siguientes
practicas:

Traza varios triangulos rectangulos
Determina las areas.
Obtén los &ngulos necesarios.

Te sugerimos utilices juego geométrico y calculadora.

2.

3.

Con apoyo de tu asesor, organicen practicas topograficas, en donde puedas
poner en practica tus conocimientos.

Utiliza las canchas civicas y deportivas de tu localidad o escuela para
realizar todas las practicas requeridas.
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Funciones trigonomeétricas

EL CIRCULO UNITARIO

El circulo unitario, llamado también circulo trigopnométrico, se construye en un
sistema de ejes coordenados, de manera que su centro coincida con el origen
de las coordenadas, y con un radio que vale una unidad de longitud, y trazando

triangulos de condiciones dadas.

. Tomamos un angulo gpositivo

cualquiera con vértice en el origen, tal
gue su lado inicial coincida con la parte
positiva del eje x

Los puntos C y B son intersecciones
de la circunferencia con los lados
inicial y final, respectivamente, del
angulo o .

Desde B se traza BD perpendicular al
eje x.

En C se traza una tangente a la
circunferencia que interseca el lado
final del angulo oen T.

En A, punto de interseccion de la
circunferencia con la parte positiva del
eje y, se traza una tangente a la
circunferencia que interseca el lado
final del angulo 4 en el punto R.

SIGNO DE LAS FUNCIONES

Una vez analizado y comprendidas las razones trigonomeétricas, es necesario

gue conozcan lo siguiente:

Signo de las funciones trigonométricas en los cuadrantes:

y
20 qer
Cuadrante Cuadrante
X’ X
3er 40
Cuadrante , Cuadrante
y

sen | cos tg cotg | sec | cosec
| + + + + + +
] + - - - - +
1] - - + + - -
v - + - - + -
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IDENTIFICACION DE LAS FUNCIONES EN EL CIRCULO UNITARIO

Los tridngulos rectangulos BOD, COT y AOR son semejantes por tener dos
angulos y el lado correspondiente iguales.

Aplicando las definiciones de las funciones: Seno, Coseno, Tangente y
Cotangente; y como OC = OB = OA = 1, estas quedan representadas mediante
lineas en la figura anterior.

En el triangulo BOD Sen o — BD _ BlD _ 8D
Cos a = O—D = O—D =0D
OB 1
En el triAngulo COT Tan g CcT _ cr _cT
oC 1
En el triAngulo AOR Cot o — ﬁ: A1R= AR

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO DE CUALQUIER

MAGNITUD
ty
y
: AN 4 T
« . .
-X F 0 X -X 0, X
® M E
E g
® Y E .
4 F
?X
0 3 +E : ®
©)

110



SAETA GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

Las funciones trigonométricas se definen asi:

SENO. Es la razon entre la ordenada y la distancia al origen.
COSENO. Es la razon entre la abscisa y la distancia al origen:
TANGENTE. Es la razon entre la ordenada y la abscisa.

COTANGENTE. Eslarazoén entre la abscisa y la ordenada.
SECANTE. Es la raz6n entre la distancia y la abscisa.
COSECANTE. Es la razon entre la distancia y la ordenada.

Ejemplos: a) Calcular las funciones trigonométricas del angulo £ XOA = a,
sabiendo que A (3, 4).

d =./3%+42 d=.9+16 = /25 d=5
sen a:£=0.80 cos a=§:0.60
5 5

4 A
tan o :5:1.33 cot o
= § = 0.75

5

5 5 0 V
sec a =-=167 csca =-=125

3 4

b) Calcular las funciones trigonométricas del angulo £ XOB = § sabiendo
que

B (2,-3).
d=.2°+(-3/ =-/4+6 d=-13
3(-)n5:_73:_3\/:I§ cos 5;1:2\/:I§
V13 13 V13 13
-3
tano =5 =15 cots = 2 =067 ,
-3
secézﬁ cscézﬁz_\@ o~
2 3 3
B
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

1) Dados los puntos A (2, 3) y B (-1, 4) calcular las funciones trigopnométricas
de £« XOAy < XOB.

2) Calcular las funciones trigonométricas del ~ XOA = a sabiendo que A (-3,
4).

Seguimos valorando las funciones
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VALORES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS
QUE LIMITAN LOS CUADRANTES.

0° 90° 180° 270° 360°
sen 0 1 0 -1 0
cos 1 0 -1 0 1
tan 0 no existe 0 no existe 0
cot no existe 0 no existe 0 no existe
sec 1 no existe -1 no existe 1
csc no existe 1 no existe -1 no existe

Estudiando la tabla anterior vemos que el seno toma los valores de 0O, 1, O, -1,
0. Es decir, que su valor maximo es + 1 y su valor minimo es - 1. El seno varia
entre + 1y -1, no pudiendo tomar valores mayores que + 1, ni valores menores
que - 1.

Observando el coseno, vemos que también varia entre + 1 y - 1. Si analizamos
la tangente veremos que su variacién es mas compleja. De 0° a 90° es
positiva y varia de 0° hasta tomar valores tan grandes como se quiera. Para
90° no esta definida y de 90° a 180° pasa a ser negativa, variando de
valores negativos muy grandes en valor absoluto hasta cero. De 180° a 270°
vuelve a ser positiva variando de cero hasta valores tan grandes como se
quiera. Para 270° no esta definida y de 270° a 360° pasa a negativa
variando de valores negativos muy grandes en valor absoluto hasta cero. Las
demas funciones varian analégicamente. Estas variaciones se pueden resumir
en el siguiente diagrama:

« sec *» *—sen —* 3ec
csc | cosI I csc
| | |
-1 0 +1
tan
NEGATIVO cot POSITIVO
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Resumen de los valores de las funciones trigonométricas de 30°, 45° y 60°

FUNCION 30° 450 60°
1 x/i x/g
2 2 2
A3 2 1
oS 5 5 >
/3
tan \? 1 \/§
3
1 _
cot \/g \g
2:/3
Sec 3 x/E 2
2+/3
csc 2 x/i ;ﬁ

Operaciones con angulos notables.

1. Calcula seno 30° + cos 60°
tan 60°. tan 30°

Solucioén:
1 1

sen30°+cos60° _ o * 2

tan60°.tan 30° 3
3-.— =

=1

w|

i Notando el aprendizaje !

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

Halla el valor numérico de las sig. expresiones.

a) (seno 30°) (cos 45°) c) (tan45°) (cos 30°)

b) cos 30° + tan 30° d) (sen 30° (cos 45°) + tan
60°

e) sen 30° + 1 .

cos 45° (cos 45°) (tan 45°)

f) Si A=cos60° vy B = 1 Calcula el valor de 2A-

3B
cos 45°
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Representacion grafica de las funciones Seno, Coseno y Tangente.

En la representacion grafica de la funcidbn Seno y Coseno, se observa que,
después de un periodo de 360° , los valores (del seno y coseno) se repiten
nuevamente, en el caso de la tangente, la repeticion de valores se presenta a
intervalos de 180° , observa:

Graficade la funcién seno:

Se traza una circunferencia y por su centro se trazan dos perpendiculares.
Se dividen los cuadrantes en angulos de 30° cada uno. se traza una semirrecta
horizontal a lo largo de la hoja (representa el desarrollo de la circunferencia) y
se dividen partes iguales. Cada punto representa los angulos de 0, 30,
60,..hasta 360 grados.

Por el origen de dicha semirrecta se traza una perpendicular y se consideran
hacia arriba y hacia abajo unidades respectivamente iguales al radio de la
circunferencia trazada.

Desde el punto de interseccion de la circunferencia con los radio vectores de
los angulos de 30, 60, 90,... 360, se trazan paralelas al eje horizontal y luego
se intersecan con perpendiculares levantadas desde los puntos que sobre el
eje horizontal representa cada angulo.

Ejemplo: Uniendo los puntos obtenidos por interseccion, se llega a determinar
una curva llamada senoide, que representa graficamente la funcién seno.

20° 60° . °

150°
. °

0° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330°
IR | | | | | d | | | | | |
I | | | | I 1 | | | | | 1

180°

210° 3300 (] (]

240° 300° I

270°

Observaciones:

360°

a) Los valores de la curva estan comprendidas entre 1y -1.

b) Para O el seno vale 0y, a medida que el angulo crece, el valor del seno
aumenta hasta llegar a 90 donde alcanza el valor maximo que es 1.

c) En el segundo cuadrante el seno decrece desde 1 a 0 sea: para un angulo
de 180° el valor de seno es 0.

d) En el tercer cuadrante el seno crece en valor absoluto desde 0 a 1, pero,
como es negativo, en realidad decrece desde 0 a -1.

e) En el cuarto cuadrante decrece en valor absoluto desde 1 hasta 0, pero,

como es negativo, en realidad crece desde -1 a 0.
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Grafica de la funcién coseno.

0° . .
0° 330° . '3

60° 300° . .

0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
90° | ] ] 4 | ] | | | L | | |
I | | 1 | | | ! 1 I I I 1

120° 240° * ¢

150° 210° .
180°

La gréafica que representa el coseno se denomina cosenoide.
Observaciones.

a) Los valores de la curva estan comprendidas entre 1y -1

b) Para O el valor del coseno es 1y, a medida que el angulo crece, el valor del
coseno decrece hasta llegar a 90° donde alcanza el valor O.

c) En el segundo cuadrante, el coseno crece en valor absoluto desde 0 a 1,
pero como es negativo, en realidad decrece de 0 a -1.

d) En el tercer cuadrante, decrece en valor absoluto desde 1 a0 ; pero
como es negativo, en realidad crece de -1 a 0.

e) En el cuarto cuadrante, crece de 0 a 1.

Las graficas del seno y coseno son curvas onduladas continuas, cada onda es
igual a la precedente (se llama ciclo).

Si la grafica del seno se traslada hacia la izquierda (hasta el valor 90) se
obtiene la gréafica coseno.

Grafica de la funcion tangente:

30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
| | | N | | | |
| | | | r | | I I 1

No es una curva continua, sino discontinua, y consiste en numerosas ramas
similares. Une los puntos.
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Observaciones:

a) Para el valor 0° de la tangente toma el valor 0 y, a medida que aumenta el
angulo, la tangente alcanza valores tendientes a infinito (para angulos
préximos a 90°). no siendo posible dar el valor a la tangente para dicho
angulo.

b) Para angulos superiores a 90° la tangente es negativa y en valor absoluto
muy grande y decrece (en valor absoluto) hasta hacerse 0 para 180°, pero
como es negativo, crece.

c) Para angulos superiores a 180° la tangente es positiva y repite los
mismos valores que en el primer cuadrante, no siendo posible dar el
valor para 270°.

d) En el cuarto cuadrante se repiten los mismos valores que en el segundo
cuadrante y la tangente decrece en valor absoluto hasta hacerse 0 para
360°, pero es negativa, entonces crece.

CONTACTO CON OTRO TIPO DE TRIANGULOS

Ya aprendiste a resolver problemas relacionados con un tipo de triangulos que
por tener un angulo interior recto, se llaman “Triangulos rectangulos”.

En esta ocasion tendras la oportunidad de obtener las herramientas necesarias
para resolver otro tipo de triangulos, cuya caracteristica en que en su interior no
existe ningin angulo recto (de 909, los cuales reciben el nombre de
“Triangulos Oblicuangulos”.

LEY DE LOS SENOS Y COSENOS.

Antes de pasar a mostrarte las herramientas mencionadas, es necesario que
consideres que “Resolver un triangulo” significa que a partir de 3 elementos
conocidos, (uno de ellos debe ser un lado como minimo), se encontrard el valor
de los otros tres.

RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

En la resolucion de triangulos oblicuangulos se pueden distinguir 4 casos :

CASO I : Cuando se conocen dos angulos y un lado.
CASO Il:  Cuando se conocen 2 lados y el &ngulo comprendido.
CASO lll:  Cuando se conocen tres lados.

CASO IV:  Cuando se conocen 2 lados y el &ngulo opuesto a uno de ellos.
Toma en cuenta que necesitamos saber manejar la calculadora, para obtener
los valores de las funciones trigonométricas y cualquier otra operacion. Si no
sabes usarla, acude a tu asesor 0 cualquier otra persona que te pueda auxiliar.
Pasaremos ahora a demostrar 2 de las herramientas que usaras para
“Resolver triangulos Oblicuangulos”.
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I COMENCEMOS !

LEY DE LOS SENOS: Esta ley afirma que en todo tridngulo, los lados son
proporcionales a los senos de los angulos opuestos. O sea, en cualquier
triangulo ABC.

a b ¢
senA senB senC

Demostracién: En el plano del tridangulo trace un sistema de coordenadas de
modo que uno de los angulos, por ejemplo A, quede en posicion normal. En la
figura (a), se muestra el caso de ser A un angulo agudo, y en la figura (b), el
caso de ser A un angulo obtuso. En cualquiera de las dos figuras las
coordenadas del punto C son (b cos A, b sen A). La altura h del triangulo, es
igual a la ordenada del punto C, o sea:

h=bsenA
Y (bcosA, bsenA) Y
¢ C t+ (bcosA bsenA)
b
h a h a
A D X ™ X
c "B Cc B
1) 2)
En el triangulo rectangulo BDC, h = a sen B; entonces,
bsen A = asenB, de donde
a _ b
SenA  senB
Si ahora coloca el &ngulo B en posicion normal, se obtiene
b _ ¢
senB  senC

Las dos igualdades anteriores se escriben en forma mas compacta como

a ¢ b
senA senC senB

Asi, la ley de los senos queda expresada por una proporcidon sumamente
sencilla, que se usa cuando los datos incluyen uno de los lados y su angulo
opuesto (casos 1y 2). Dado que el seno de un angulo es positivo en el primero
y en el segundo cuadrante, la ley de los senos no sirve cuando no se conoce el
cuadrante del angulo. En ciertas ocasiones se puede hacer la seleccion
acertada recordando que al mayor lado se opone el mayor angulo. Otras
ocasiones se pueden hallar dos valores posibles del angulo; cosa que se
discutird en el caso 2, llamado caso ambiguo, porque puede tener dos
soluciones, una, o ninguna.
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APLICACIONES DE LA LEY DE LOS SENOS:

Los casos 1y 2 se pueden resolver con la ley de los senos, como se muestra
en los siguientes ejemplos

CASO | .

Dados dos angulos y su lado incluido, la ley de senos puede usarse para
resolver al triangulo. Si no se da la figura, es util bosquejar al triangulo con la
informacion dada.

Ejemplo1: SiA=35.20 B=445° y c=5.37, resolverel AABC.

Solucién: Trazar primeramente el triangulo. C
Calcular enseguida C, usando el teorema de que la
suma de los angulos de cualquier triAngulo es 180°
C = (180-35.2-44.5)° = 100.3° 3520  44.5°
A c= 5.37 B

Enseguida, como se conocen el lado ¢ y el angulo C, encontrar el 1aao a
mediante la ley de senos en la forma
a c

senA B SenC

Sustituir los datos proporcionados y resolver para a.

a 537
sen35.2° senl100.3°
o= B3NENIBL) 1 00
sen100.3°

Encontrar ahora al lado b con la ley de los senos, en la forma

b C

senB  senC

b 5.37

sen44.5° senl100.3°

b (5.37)(sen44.5) _ 3805531

sen100.3°

Para comprobar los resultados obtenidos, se sustituyen estos en la férmula de
la ley de senos
a b c

senA senB senC

3.14614415 _ 3.825531 _ 5.37 _ 54579547,
sen35.2° send44.5° senl100.3°

Comprobacion:
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Ejemplo 2: Resolver el AMNP (CASO )

R Solucion: Calcular primeramente P.
P = (180 - 123.4 - 19.1)° = 37.5°
En segundo término,

m n

n=24.7 =
senM  senN

m 24.7

sen123.4° senl9.1°

o (24.7X(sen123.4°) ) o000
sen19.1°
Enseguida, P " P 247
senP  senN sen37.5° senl9.1°
_ (247)(sen37.5°) _ ,c oroome
sen19.1°

63.018381 247 _ 45952276

Comprobacion: = =
senl23.4° senl9.1° sen37.5°

Respetando las leyes!

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

1. Resuelve los siguientes ejercicios utilizando la ley de senos:

a) Dos puntos A y B se encuentran en lados opuestos de un rio. Para
encontrar la distancia AB, se toma un punto C en el mismo lado que Ay a
220.0 pies de distancia de este punto. Los angulos CAB y ACB se
determinaron como 51° 36’ y 59° 48’, respectivamente. Encontrar la longitud

AB.

C 220.0 pies A

%048' 51036

N\

N

B
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b) En la figura adjunta se indican los angulos de elevacién A y B de un globo
que se encuentra en C. Al pie mas cercano, ¢a qué distancia esta el globo de
B?

A 290 40’ 51015’
2784 pies B

c) Se va a suspender una tuberia recta sobre un pantano. Si cuesta $ 4.25 por
m, encontrar el costo total para tender una tuberia desde A hasta B.

C 100.0 m

A
55,40 61.7
\/3

Demuestra tu respeto a las leyes...
AUTOEVALUACION.

1. Resuelve los siguientes problemas aplicando la ley de los senos:

a) Un poste se inclina 7.1° respecto a la vertical. Cuando el angulo de
elevacion del sol es de 51.0°, el poste proyecta una sombra de 49.3 pies de
longitud. Encontrar la longitud del poste.

LY/
SERc
AR

7.1°

51.0°

—
49.3 pies

b) Dos individuos se encuerJtran a 100.0 pies uno del otro, bajo un domo. El
angulo de elevacion desde la ubicacion de cada uno de ellos al punto mas alto
P del domo, se muestra en la figura adjunta. Encontrar la altura de P sobre el
piso.
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235 H 38.1°
| ————— 1000ples ———— |

ACTIVIDADES REMEDIALES.

Es el momento de que adquieras la 22 herramienta para “Resolver triangulos
oblicuangulos”. Esta es llamada Ley de los cosenos la cual se te demuestra a
continuacion:

LEY DE LOS COSENOS: En todo triangulo, el cuadrado de un lado es
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos, menos el doble
producto de los mismos lados por el coseno del angulo que forman. De
esta manera, en el triangulo ABC, se tiene:

GRUPO a?l= b2+ c?2-2bccos A,
~ DE b%X= a2 + c2 - 2ac cos B,
FORMULAS c?l=a? + b?2-2ab cos C.

Demostracion: Sea ABC un triangulo cualquiera, colocado en un sistema de
coordenadas X, Y, como se muestra en la figura de abajo. Como A esta en
posicion normal, las coordenadas del vértice C son (b cos A, b sen A); las
coordenadas de B son (c, 0).
La formula del cuadrado de la distancia entre dos puntos, da
a?=(bcosA-c)®> + (bsenA-0)?
elevando al cuadrado y simplificando:

a? =Db? (cos? A + sen? A) + c? - 2bc cos A.

(bcosA,bsenA) vy

Pero COoS?A+sen?A=1,

porloque a?=Db?+c?-2bccosA.
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Puesto que la nomenclatura de los lados del triangulo se eligio arbitrariamente,
se concluye que la demostracion es igualmente valida para las otras dos
férmulas del grupo.

La ley de los cosenos es util para hallar el tercer lado de un triangulo cuando se
conocen los otros dos y el angulo comprendido entre ellos (caso 3), o para
determinar un angulo cuando se conocen los tres lados de un triangulo (caso
4).

Una ventaja de la ley de los cosenos, en relacion a la ley de los senos, es que
permite conocer el cuadrante del angulo en funcion del signo del coseno del
angulo. Es decir, cos A es positivo, entonces A queda en el primer cuadrante;
si cos A es negativo, entonces A queda en el segundo cuadrante.

APLICACIONES DE LA LEY DE LOS COSENOS:

En los ejemplos que siguen se muestra la resolucion de triangulos
correspondientes a los casos 3 y 4, aplicando la ley de los cosenos.
CASO Il (Se conocen 2 lados y el angulo comprendido)

Dados dos lados y el angulo comprendido en un triangulo, puede
usarse la ley de cosenos para encontrar el tercer lado.

Ejemplo 1: Dados a=14.0,c=10.2 y B =74.8° resolver el A ABC.

Solucién: Trazar un triangulo que muestre la
informacion dada. Como se requiere calcular b y se
a conocen a, c y B, se escoge la ley de cosenos en la
forma b%2=a?+c?- { (2ac) (cos B) }
Sustituir apropiadamente y resolver para b.
C b2=14.02+10.22- 2(14.0)(10.2) cos 74.8% = 225.15877
Calcular /225.15877 para obtener b =15.005291
b?+c*-a’
2bc

Luego de a? = b? + ¢? - 2bc cos A, podemos escribir: cos A

Obteniendo: A = 0.43513657 A = 64.2°

Calcular ahora C.
C = (180 - 64.206015 - 74.8)° = 40.993985° = 41°
Asi, b =15, A =64.2° C = 41.0° y queda resuelto el triangulo.

Ejemplo 2: Sobre un cuerpo se ejercen dos fuerzas de 17.5 Kg. y 22.5 Kg. Si
las direcciones de las fuerzas forman un angulo de 50°10’, encontrar la
magnitud de la fuerza resultante y el angulo que forma con la fuerza mayor.
(Considera la Fig. de abajo).

En el paralelogramo ABCD,A+B=C+D
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A + B =180°B = 180°-50°10’ B = 129°50°
En el triangulo ABC, b2=c?+a?-2ac cos B

b2 = (22.5)? + (17.5)%- 2 (22.5) (17.5) (- 0.6406) = 1317

b2 = 1317
b= 1317 b = 36.6.

La resultante es una fuerza de 36.3 Kg.; el angulo buscado es de
21040,
Para encontrar A:

2 2 2 2 2 2
s AR et -a _(36.37(225)° -(17.5)" _

2bc 2(36.3)22.5)
s A= (131769)+(506.25) - (306.25) _ 1517.67 _ 0.929
1633.5 1633.5

A+B+C=180°
21°40’ + 129°50" + C = 180°

C =180° - 129°50’ — 21°40’

q = 28°30 5

/a=175
129°50° 7

A Swe  c=225 ' B
CASO lll (Se conocen los 3 lados)

Dados los tres lados de un triangulo, se puede usar la ley de cosenos
para resolver completamente el triangulo.

Ejemplo 3: Considérese el A ABC, donde a =6.9, b =55, ¢ = 2.8 y para
encontrar el angulo A
2 2 2 2 2 2
cosA= D tC -2 _(655) +(28)-(69) _
2bc 2(5.5)2.8)

A =arc cos -.30909091
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a?+b?—c? (6.9F +(5.5-(2.8f 70.02
cosC = = =
2ab 2(6.9)5.5) 75.9

cos C =0.9225 C=22°42

Para encontrar B:

B = (180° - 108° - 22° 42’)
B=49°18
CASO IV (Se conocen 2 lados y el angulo opuesto a uno de ellos):

Este caso reviste caracteristicas especiales, y que puede arrojar una solucion,
dos soluciones o ninguna solucién; es por esto que a éste caso se le conoce
con el nombre de “Caso Ambiguo”.

En este apartado se considera un método combinado algebraico trigopnométrico
para resolver triangulos, cuando se conocen dos lados y un angulo opuesto a
uno de ellos.

La formula cuadrética.
Del Algebra, recuerda que una ecuacion cuadratica de la forma:

ax?+bx+c=0, (a=0)

Se dice que estd en la forma general. Las soluciones de ecuaciones
cuadraticas en la forma general se pueden obtener mediante la férmula

cuadratica:
_ —b++/b%*-4ac

2a

X

El nimero b?-4ac bajo el radical se conoce como discriminante.

El caso lado-lado-angulo:

N

P r Q

Para evitar confusion con las letras a, b y ¢ que aparecen en la formula
cuadrética, en el resto de este apartado se usara A PQR (figura anterior). Como
se asent0 antes, el caso lado-lado-angulo se denomina ambiguo, pues los
datos proporcionados pueden determinar uno, dos o ningun triangulo. Por
ejemplo, considera los cuatro conjuntos siguientes de datos y las partes
correspondientes de las figuras.
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a) P =300, g =8, p = 3; no hay triangulo.
b) P =300, q =8, p =4, un tridngulo
c) P =30° g =8, p=5; dos triangulos ( A PQR y A PQ'R).
d) P =30° g =38, p=9; un triangulo
R R
8 8
gz p =3 4~ p =4
0 ° 0_°
P P - =
a) b)

Ejemplo 1: Dados P =55.8% q=9.4y p = 11.3, especificar el nUmero de
triangulos posibles; calcular r y resolver los triangulos.

Solucién:  Hacer un dibujo. Como el angulo P se conoce, usar la ley de
cosenos en la forma:

p2=qg?+r? -2qrcos P

Sustituir los datos proporcionados.

(11.3)2 = (9.4)> + r? -2(9.4) r (0.562)
127.69-88.36 = r? - 10.567168 r
Simplificar y escribir en la forma general.

r> -10.567168r - 39.33 = 0

Resolver mediante la formula cuadratica, cona =1, b =-10.567168,y ¢ = -
39.33 a = coeficiente de r?

¢ = término independiente.

b = coeficiente de r
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r= -(-10.567168) * (<4/0.567168)? - 4(1) (-39.33).

2.1
= 10.567168  +26B8.98504 = 10.567168 16.400763.
Ahora, ’ ’
r = 10.567168 + 16.400763 = 13.483966
o bien ’
r = 10.567168 - 16.400763 = - 2.9167885

2

De las dos soluciones, la negativa no es adecuada (- 2.9167885) para ser lado
de un triangulo. Se concluye que existe exactamente un triangulo para lo datos
proporcionados.

Continua la solucion del triangulo, calculando el &ngulo R (0 el Q). Por la ley de
cosenos.

R
9.4 /80-7° \(11.3
55.8 °© 43.5 °
P 13.5 Qos R = p2 + g% - r2 = 11.32 + 9.42- (13.5)2
2pq 2(11.3) (9.4)
cos R = 0.16 R =80.72°

Se completa la solucion encontrando el tercer angulo.
Q =(180° - 80.7° - 55.8)° = 43.5°
Por consiguiente, r=13.5, R=80.7" y Q =43.5°

Ejemplo 2: Dados Q = 41.5° p = 10.8 y g = 6.7, especificar el nimero de
triangulos posibles y calcular r.

Solucién: Trazar un dibujo. Como se conoce Q, usar la ley de cosenos en la
forma:
R

g% =p?+1r?-2prcos Q

Q

Sustituir los datos proporcionados, simplificar y escribir la ecuacion resultante
en la forma general.

r> - 16.18r + 71.75 = 0
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Resolver por la formula cuadrética, con a=1, b= -16.18 y ¢ = 71.75.

r= -(-16.18) */16.18)2 - 4 (1) (71.75)
2) (1)

r=_16.18 t 425.30 .
2

Como el discriminante (- 25.30) es numero negativo, no existen soluciones
reales de la ecuacion. Se concluye que no hay triangulos posibles para los
datos dados.

En la tabla siguiente se resumen los resultados ilustrados por los ejemplos 1,2
y 3 anteriores, donde los 4ngulos dados son agudos.

Tabla
Discriminante Soluciones Numero de triangulos
Positivo Una positiva uUno
Una negativa
Positivo Ambas positivas Dos
Negativo No en los nameros|Ninguno
reales

Observar que la posibilidad de que el discriminante sea cero no se registré en
la tabla. Para este caso, puede demostrarse que cuando b? - 4ac = 0, el
triangulo resultante es rectangulo.

iComprueba tu aprendizaje!
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.
1. Resuelve los siguientes problemas utilizando la ley de cosenos:

a) Se traza una cuerda de 22.7 pulgadas en un circulo de 12.7 pulgadas de
radio. Encontrar el angulo central 6 subtendido por la cuerda.
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22.7 pulq.

b)  Encontrar los cuatro angulos del paralelogramo QRST y la diagonal RT.
T

Q 50.7 cm

c) Una torre de 150 pies de altura esta situada en lo alto de una colina. En un
punto, en la falda de la colina, situado a 650 pies de la cima se observa que el
angulo formado por la ladera de la colina y la visual dirigida al extremo superior
de la torre es de 12°30’. Encontrar la inclinacion de la ladera de la colina
respecto a un plano horizontal.

i Aplicando leyes !
AUTOEVALUACION.

1. A continuacién se te proporciona una serie de ejercicios para que
demuestres tus habilidades en la resolucion de triangulos oblicuangulos.

1. A=238.6% B =42.8%c=6.83cm.

2. A=4239C=108.9%b=41.3m

3. B=21.6°C=111.3%a=114.0 Km.
4. M=096.2° N=23.2%m =63.8 pies

5. M=114.2° P =18.1% p = 46.2 yardas
6. N=38.4° P =39.7%n=221.1 Km.

7. a=78,b=6.2;,c=5.9.

8. a=9.9 b=152;c=21.1.

9. a=15,¢=11.3;B=61.3°

10. a=22.1,b=215;C=482°
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i No desistas !
ACTIVIDADES REMEDIALES.

Considerando el grado de dificultad del tema de triangulos oblicuangulos, te
recomendamos formar circulos de estudio con tus demas compairieros, a fin de
que aclares dudas que te puedan surgir, apOyate de alguna bibliografia que a
continuacion se te sugiere:

1. Forma circulos de estudio con tus comparfieros y asesor para aclarar
cualquier duda.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

IDENTIFICANDO Y RELACIONANDO CONOCIMIENTOS.

En algebra, identidades talescomoa+b = b+a y (x) (1) = x son utiles para
simplificar expresiones y resolver ecuaciones. También existen las identidades
trigonométricas, las cuales son utiles para simplificar expresiones
trigonomeétricas y resolver ecuaciones trigpnométricas.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES.

Una identidad es una ecuacion que es satisfecha por todos los valores
permitidos de la variable, donde el término “Valores Permitidos” se refiere
a aquellos valores para los que esta definida la ecuacién dada.

Ejemplo: Escribir tres identidades algebraicas.

Solucién: Las siguientes son identidades algebraicas.

a) x2-1 =(x-1)(x+1) c) 1=X

X
b) x+1+2x -3 = 3x -2

Ejemplo: Escribir las identidades del ejemplo anterior con funciones

6y,

trigonométricas de “x”.

Solucién: Cualquier funcién trigopnométrica se puede usar en lugar de x.
Hemos escogidocosOen(a), tan6en(b), ysenfen(c

a) cos?0 -1 = (cosO -1)(cos0 +1)

b) tan6 +1+2tan® -3 = 3tan6 -2
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C) i=sen9 = seno

1

sen
Aunque estas identidades contienen funciones trigonométricas, su validez
proviene mas de principios algebraicos que de las propiedades de las

funciones trigopnométricas por lo que se consideran como identidades
algebraicas.

En contraste con las identidades del ejemplo anterior, aunque de naturaleza
semejante, estan las relaciones que existen entre las funciones
trigonométricas.

Primeramente estudiaras ocho identidades trigonométricas. Estas se conocen
como las identidades fundamentales se pueden obtener a partir de las
definiciones de las funciones trigopnométricas para un angulo en general.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS DEDUCIDAS A PARTIR DE CIRCULOS
ARBITRARIOS O DE TRIANGULOS RECTANGULOS.

A) ldentidades Reciprocas: Estas identidades se basan en la propiedad de
gue el producto de reciprocos es 1.

Las funciones seno y cosecante son reciprocas; las funciones coseno y
secante son reciprocas; y las funciones tangente y cotangente son reciprocas.
Entonces las identidades reciprocas son:

1. sen ei= 0 también sen9*cscHO =1
cscé
2. cosO = ! 0 también cosO*secH =1
secd
3. tanO = L 0 también tan0*cot06 =1
cotd

La verificacién de cada enunciado se obtiene a partir de las definiciones
de las razones trigonométricas dadas.

Demostracion: sen O .csc O = i Si sen 0 =Y csc 0 =

r
cotd r y
entonces

B) Identidades por cociente:

4. send = tan 0
cosd
cosS
70: cot 6
send
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Demostracion: de send - _ tan 0
cosé

. X

De las funciones generalesde sen6 = y y cosb = —
r r
Dadas anteriormente, se tiene que:
y
sen royr
O_r_yer_y_y y como thgé?
cos$ X Xxer Xr X X

-

Porlo que sen6. = tan 6
cos 6

C) Identidades Pitagoricas:

6. sen?0 + cos?0 = 1

7. tan? 6 +1=sec?0|

8. cot?0 +1=csc?0

Demostracion: De sen?0® + cos?0 =1

El teorema de Pitdgoras es r> = x? + y? . Si se dividen ambos lados de esta
igualdad entre r? vy se simplifica obteniéndose.

X
r
entonces: 1 = cos?0 + sen?0

2 2
1= (Xj (yj como sabes sen 6= Y y cos0 =
r

D) Identidades del doble de un angulo:

9. Sen2a=2SenaCosal

10. Cos 2a=Cos2a— Sen? g

11. TanZ2a= ﬂiza
1-Tan"a
2 —
12. Cotza="0t 2!
2 Cota
Demostracion: aplicando la identidad ~ Tan (a+b) = 2@ +Tan b
1-TanaTanb
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Tan a +Tan a

Haciendo a = b y sustituyendo Tan(a+a)= y efectuando
l1-TanaTana
: 2Tana
operaciones Tan2a= _————
1-Tan“a

E)

Identidades de la mitad de un angulo:

1-Cos a
13. Senz el

2

14, Cos: _afl+Cosa

2
1_
15, Tan - 1=C0s2
2 1+Cosa

Procedimiento para demostrar que una ecuacion es una identidad

Para la demostracion, debe transformarse uno de los miembros de la ecuacion
en la misma forma que tiene el otro miembro. Cabe aclarar que no hay un
procedimiento general, sin embargo puede resultar Gtil proceder en la forma
siguiente:

1.

Si uno de los miembros contiene mas de una funcion, en tanto que el otro
miembro contiene sélo una, convertimos las funciones del primer miembro
en términos de la funcidbn que interviene en el segundo, usando las
relaciones fundamentales conocidas.

Normalmente resulta mas ventajoso trabajar con el miembro en que estan
las funciones mas complicadas de la identidad.

Si uno de los miembros incluye una o mas operaciones indicadas, deben
efectuarse como primer paso.

En otros casos, y de ser posible, uno de los miembros debe factorizarse, lo
cual posiblemente ayude a distinguir el paso conveniente.

Si uno de los miembros contiene varios términos en el numerador, y el
denominador solamente uno, en algunos casos nos ayudara expresar el
miembro de referencia como una suma de fracciones y aplicar a
continuacion las relaciones fundamentales conocidas.

De no ser posible aplicar alguna de las indicaciones anteriores, debemos
convertir las funciones del miembro mas complicado en senos y cosenos, y
luego simplificarlos.
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Identificate con tu aprendizaje.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.

1. Demostrar las identidades siguientes:

a) tano . coso = 1 C) ﬁ: seco
cotd send
b) 9o _ sen 0
send

i Autoidentificate !
AUTOEVALUACION.

1. Comprueba las identidades que se te presentan:

a)tan® . cosO . cscO =1 c) secH (1 -senf) = cos6

b) sen® . cscH = tan 6O

¢, No te identificas aun ?

ACTIVIDADES DE RETROALIMENTACION.

1. Acude a tu asesor si crees necesario reforzar este tema.

2. Entrega por escrito a tu asesor las identidades resueltas en tus actividades

de aprendizaje y autoevaluacion.
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G L OS A

ANGULDO.

ANGULO EN
GRADOS

ANGULO DE
RADIANES

IGUALDAD.

ECUACION

IDENTIDAD

IDENTIDAD
TRIGONOMETRICA

TRIGONOMETRIA.

FUNCION SENO.

FUNCION COSENO

FUNCION
TANGENTE

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

R I O

Abertura comprendida entre dos semirrectas que parten
de un punto y tiene una medida que corresponde a la
magnitud de la rotacion necesaria, para llevar una de las
semirrectas desde su posicion original hasta la posicion
de la otra.

Sistema sexagecimal utilizado en aplicaciones practicas,
cuya unidad fundamental es el grado. La magnitud de un
angulo en grados esta dada por la relacion:

Angulo en grados = (nUmero de revoluciones) (360°)

Sistema mas utilizado en matematicas, cuya unidad
fundamental es el radian. Si la longitud de la
circunferencia unitaria es 2 m , deducimos
inmediatamente que:

Angulo en radianes = (nimero de revoluciones) (2 n)

Expresion de la equivalencia de dos cantidades.

Proposicion de igualdad valida solo para determinados
valores de las letras que aparecen en ella.

Proposicién de igualdad valida para todos los valores
permisibles de las letras que aparecen en ella.
Proposicién de igualdad entre funciones trigpnométricas
valida para todos los valores permisibles de 6 .

Rama de la matematica que estudia las propiedades y
aplicaciones de las funciones circulares o
trigonomeétricas.

Sen 6 —— y donde “y”’ eslaordenada de P (6)
osea Yy = seno .

Cos 6 ——x donde “x” eslaabscisade P (0)
osea X = cos© .

Si el punto terminal P (0) tiene las coordenadas

rectangulares (X, y) entonces:
tan @ =
X
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ANexos
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